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RESUMO

Desde o principio da teoria de grupos, os pesquisadores tem voltado sua atencao em
entender a relagao entre polinomios e o grupo de permutagoes das suas raizes. Problemas
desse tipo induziram o estudo da solugao de equacgoes polinomiais mediante a radicais, as
quais foram profundamente estudadas por Galois garantindo que uma equacao polinomial
é resoluvel por meio de radicais se, e somente se, o grupo de Galois associado a tal
equagao for solivel. Esse resultado gerou interesse nessa classe de grupos criando novas
interpretacoes e aproximacoes a esse objeto de estudo.

Atualmente a classe dos grupos soluveis de comprimento derivado menor ou igual
a d, pode ser entendida como uma classe muito proxima a classe de grupos abelianos.
A medida em que o d se faz menor, um grupo com comprimento derivado d esta mais
"proximo'de ser abeliano.

Lembremos que um grupo se diz solivel se o mesmo possui uma série subnormal
com fatores abelianos. Quanto menor o comprimento dessa série, menor a quantidade de
extensoes entre grupos abelianos deve ser feita para obtermos o grupo em questao.

Dada a importancia da classe dos grupos soluveis, apresentaremos nesse trabalho
uma caracterizacao dos grupos soltveis finitos a partir da série derivada e da série de
composi¢ao, mostrando que os grupos soliiveis possuem uma caracterizacao semelhante a

caracterizagao dos grupos abelianos, evidenciando a proximidade desses objetos.

Palavras-chave: Teoria de grupos, Grupos Abelianos, Grupos Solaveis.



ABSTRACT

Since the beginning of group theory, researchers have focused their attention on un-
derstanding the relationship between polynomials and the group of permutations of their
roots. Problems of this type led to the study of the solution of polynomial equations using
radicals, which were deeply studied by Galois, ensuring that a polynomial equation is sol-
vable using radicals if, and only if, the Galois group associated with such an equation is
soluble. This result generated interest in this class of groups, creating new interpretations
and approaches to this object of study.

Currently, the class of soluble groups with derived length less than or equal to d can
be understood as a class very close to the class of abelian groups. As d becomes smaller,
a group with derived length d is "closer"to being abelian.

Let us remember that a group is said to be soluble if it has a subnormal series with
abelian factors. The shorter the length of this series, the fewer extensions between abelian
groups must be made to obtain the group in question.

Given the importance of the class of soluble groups, in this work we will present a
characterization of finite soluble groups based on the derived series and the composition
series, showing that the soluble groups have a characterization similar to the characteri-

zation of abelian groups, highlighting the proximity of these objects.

Keywords: Theory of Groups, Abelian Groups, Solvable Groups.
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Introducao

Muitos dos estudos em teoria de grupos sao baseados no fato da operacao do grupo
nao ser abeliana. Quando nos restringimos a grupos finitos e finitamente gerados pos-
suimos uma caracterizagao completa dos grupos abelianos, apresentaremos no segundo
capitulo desse trabalho a caracterizacao dos grupos abelianos finitos. Dado que os grupos
abelianos estao amplamente caracterizados temos muito interesse em grupos nao-abelianos
tornando-se natural o estudo de classes de grupos definidos pensando em quao perto estao
da classe de grupos abelianos.

Buscando se aproximar do conceito de grupos abelianos, um primeiro passo é pensar
em grupos que sao extensao de um grupo abeliano por outro abeliano, em outras palavras,
um grupo G que possui um subgrupo normal abeliano H tal que o grupo quociente G/H ¢
também abeliano. Esses grupos sao chamados de metabelianos, e desde um ponto de vista
(do comprimento derivado) podem ser vistos como muito proximos de serem abelianos.

Desejando seguir com essa ideia, podemos pensar em extensoes de um metabeliano
com um grupo abeliano e, generalizando recursivamente esse processo, chegamos a formu-
lacao da defini¢ao de grupo solivel. O conceito de grupo solivel é um dos mais antigos
na teoria de grupos sendo introduzido por E. Galois no comeco do século XIX quando
o mesmo estudava o problema de resolver equacoes algébricas mediante radicais, onde a
cada equacao era associado um grupo e esta era resoluvel mediante radicais se, e somente
se, o grupo associado fosse solivel.

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo apresentar uma caracterizacao dos
grupos solavel finitos tomando como base o trabalho do C. Polcino Miles [2| . No pri-
meiro capitulo apresentaremos defini¢bes preliminares da teoria béasica de grupos, que
servirao como base para este trabalho. Em seguida, no segundo capitulo exibiremos uma
caracterizagao para os grupos abelianos finitos. Por fim, o terceiro capitulo contem os
principais resultados a respeito de grupos soltveis dando uma caracterizagao em termos
da série derivada e uma caracterizagao dos grupos soliveis finitos em termos da série de

€OMposicao.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os resultados chaves estudados em um curso de Fun-
damentos de Algebra que servirdo como base para este trabalho . Devido o carater intro-
dutério algumas demonstragoes serdo omitidas podendo ser consultadas em [1, 2, 3, 4, 5].

Iniciaremos com o conceito de grupo, estrutura que é a base desse trabalho, e apresen-
tando algumas propriedades inicias. Em sequéncia, definiremos um subgrupo e exibiremos

resultados imediatos a partir da sua definigao.

1.1 Grupos e Subgrupos

Definicao 1.1.1. Se G é um conjunto nao vazio, uma operag¢ao bindria sobre G € uma

funcao

GxG = (@
(z,y) = x-y

Tanto a imagem quanto a fungao podem ser denotadas de distintas formas. Neste

"o

trabalho utilizaremos a notacao multiplicativa onde a operacao sera denotada por "-"e a

imagem do par (z,y) sera denotada por z.y ou xy.

Definicao 1.1.2. Um Grupo é um conjunto G nao vazio munido de uma operag¢ao binaria,

(G, ), que satisfaz as propriedades

I) Associativa: Para todo a,b, ¢ € G temos que (ab)c = a(bc).

II) Existéncia de elemento neutro: 3 e € G tal que V a € G ea = ae = a.
III) Emzisténcia de inversos: ¥V a € G 3 a™' € G tal que aa ' =a ta=e.

Definicao 1.1.3. Um Grupo se diz abeliano ou comutativo quando satisfaz a sequinte

propriedade:

11



IV) Comutativa:
YV a,b e G temos que ab = ba.

Proposicao 1.1.4. O elemento neutro em um Grupo G € tinico.

Demonstracao. Sejam e, € elementos neutros de GG, entao e = ee. Usando o fato de que e
é elemento neutro temos que ee = €, logo e = €.

]

Proposigao 1.1.5. Seja G um grupo, para cada a € G o elemento inverso de a (a™') ¢

unico.

Demonstracao. Sejam b e b inversos de a em G, entdo ba = ab = e = ba = al/, logo
b=be="0babll =eb =1V.
]

Proposicao 1.1.6. Seja G um grupo, e a,b,x € G, entao:
I) ax =br = a=bh.
Il) xa =xb= a=0b.
Demonstragao. Observe que I) e IT) podem serem provadas analogamente. Apresentamos

aqui a prova de I).

Dado um z € G, existe 27! € G, assim

arr~! = brr~' = ae =be = a = b.

Proposicao 1.1.7. Seja G um grupo, entao:
HNbeGebb=b=b=e.
II)VaeG(a!)!=a.

IIT) ¥V a,b € G temos que (ab)™ ' =b"1a™!.

Demonstragao.
)Seb=bb=0b'b=0b"'b=ec=0.

1

) (a')"ta™! = e, mas aa™! = e, pela Proposigdao 1.1.5 temos, enfim, que (a=!)~! = a.

1) (ab)b~ta™t = a(bb™)a™ = aea™ = aa™ = e, logo (ab)™! = b~ ta™t.

O

Definiremos agora o conceito de grupo finito.

12



Definig¢ao 1.1.8. Quando o conjunto G associado ao grupo tem cardinalidade (ou ordem)
finita dizemos que o grupo € um grupo finito, caso contrario, dizemos que (G, -) € um grupo

infinito.

Definicao 1.1.9. Dizemos que a ordem de um elemento x em um grupo G, denotada por
|z|, € o menor nimero inteiro n tal que " = e, quando esse nimero ndao existe dizemos

que este elemento possui ordem infinita.
Teorema 1.1.10. Seja G um grupo e a um elemento de G de ordem n, entdo:
i) a* = e se, e somente se, n divide k.

ii) a' = a’ se, e somente se, i = j (mod n)

k

Demonstragao. i) Supondo que a” = e, pelo algoritimo da divisdo existem tnicos ¢ e r

inteiros tais que £ = ng +r com 0 < r < n assim,

e — ak — anq—l—r

= (a")1a" =e%d" =a
o que implica r = 0 devido |a| = n.

Supondo que n divide k, entao k = nq, portanto
a" =a" = (a")1 = el =e.

A demostragao de ii) é uma aplicagao direta de i). O

Antes de introduzimos a nogao de subgrupo vamos falar sobre um subconjunto de
um grupo ser fechado para a operacao do grupo.

Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G, dizemos que H é fechado para
operacao de G se para todo a,b pertencentes a H, ab também pertence a H, isto é, a

operagao binaria de G restrita ao conjunto H também é uma operagao binaria em H.

Definicao 1.1.11. Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Se H é um
grupo com a operagao de G ( restrita a H), entao H é dito um subgrupo de G, denotamos

essa relagao entre H e G por H < G.

Os exemplos mais imediatos de subgrupos de um grupo G sao o proprio grupo G e
o conjunto unitario cujo Unico elemento é o elemento neutro de (G, esses exemplos sao

chamados de subgrupos triviais.

Teorema 1.1.12. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. H serd um
subgrupo de G se, e somente se, H for fechado para operacio de G e para todo a € H,
a'eH.

13



Demonstracao. = O fato de H ser um grupo com a operacao de G garante que H é
fechado para operacgao de GG e que todo elemento de H possui inversos em H.

< Seja H um subconjunto de G diferente de vazio tal que
I) Va,be H ab € H.
) Vae Ha' € H.

Como H ¢ diferente de vazio, exite a € H. Pela hipotese IT), a=! € H e pela hipotese I)

1

temos que aa™! € H e aa™' = eg € H. Logo H tem elemento neutro. A associatividade

em H vem do fato de G ser um grupo. Por fim, II) garante a existéncia de inversos em
H, portanto H é um grupo com a operagao de G.
O

Definigao 1.1.13. Se G é um grupo e a € G, seja {a) o conjunto de todas as potencias

inteiras de a, a saber {(a) = {a™: n € Z}. Dizemos que G é um grupo ciclico se (a) = G.
Teorema 1.1.14. Todo subgrupo de um grupo ciclico € também ciclico.

Demonstragao. Consultar [3]. O

1.2 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Vamos agora definir uma relagao sobre um grupo G nos valendo de um subgrupo

dado, com o intuito de construir novos grupos a partir dela.

Definigao 1.2.1. Seja (G, ) um grupo e H < G, dizemos que a = b (mod H) seab™' € H.

Denotaremos tal relagao como =g .

Vamos mostrar que =g é uma relacao de equivaléncia em G. Com efeito,

) VgeG g9 l=ce H= g=g(modH).

II) Se
a=blmodH) = ab™*€eH
= (b leH
= bateH
= b=a(modH).
1) Se

a=0b(modH) e b=c(modH) (ab')ye He (bc')e H
(ab™!)(bc™') € H
act € H

a = c¢(modH).

R

14



Proposicao 1.2.2. Se a € G, entao a classe de equivaléncia determinada por a via =g,
a, € o conjunto Ha = {ha/h € H}.

Demonstragao. Seja ha € Ha, desta forma a(ha)™ = aa'h™' =h ' € H = a =g ha,
assim ha pertence a classe de equivaléncia de a. Portanto, Ha C a@. Agora, seja b € @,
temos que ab™' € H = ab~! = h, para algum h € H. Assim, h™'a = b, portanto b € Ha.
Desta forma, a C Ha, logo Ha = a@.

O

Definicao 1.2.3. Para cada a € G, a classe de equivaléncia Ha definida pela relagao =g
€ chamada classe lateral a direita, modulo H, determinada por a.

Ainda, G/=g = {Hz | =z € G} € o conjunto de todas as classes laterais distintas de

G.

Uma consequéncia imediata da proposi¢ao anterior é que o conjunto das classes late-

rais a direita, modulo H, determina uma particao em G, ou seja:
a) Se a € G, entdao Ha # 0;
b) Se a,b € G, entdao aH = bH ou aH NbH = (J;
¢) A uniao de todas as classes laterias ¢ igual a G.

Definigao 1.2.4. Seja H um subgrupo de G. O indice de H em G (denotado por |G : H])

é definido como o numero de classes laterais a direita de H em G.

O teorema que enunciaremos a seguir é fundamental pois limita a construgao de

subgrupos.

Teorema 1.2.5. (Teorema de Lagrange) Seja H um subgrupo de um grupo finito G.
Entao |H| diwvide |G)|.

Demonstragao. Definindo em G a relagao de equivaléncia = (mod H) segue que o conjunto
S das classes laterais de H em G é finito. Supondo |S| =ne S = {Hxy, Hz,, ..., Hz,},
assim

G=HxyUHxyU---UHz,

uniao disjunta, portanto
|G| = |Hay| + [Hao| + - + [Hi)|

Afirmando que |G| = n|H]| ( e isto demonstra o teorema). De fato, basta mostrarmos que
|Hz;| = |H|, V1,1 <i<n.

15



Seja
f: H — Hzx;, 1<i<n

uma funcdo. A fungao f é evidentemente sobrejetora, além disso se f(h) = f(h') tem-se
hx; = Wx; = h = k', ou seja, f é bijetiva e portanto |H| = |Hz;| Vi, 1 <i < n, como

queriamos demonstrar. O

Corolario 1.2.6. Seja G um grupo finito. Entao a ordem de um elemento g € G divide

a ordem de (.

Demonstra¢ao. A demonstragao deste corolario consiste em lembrar que |g] = | {(g)| e o

teorema de Lagrange nos garante que a ordem deste subgrupo divide a ordem do grupo.
O

Uma consequéncia imediata deste teorema é o seguinte resultado que caracteriza os

grupos de ordem prima.
Teorema 1.2.7. Todo grupo de ordem p, com p um nimero primo, € ciclico.

Demonstragao. Seja a um elemento de G diferente do elemento neutro. A ordem de (a)
divide a ordem de G, pelo Teorema de Lagrange, mas como a ordem de G é igual a um

namero p primo entao |(a)| = p, deste modo (a) = G. O

1.3 Subgrupo normal, Grupos Quocientes e Homomor-

fismos

Com o intuito de estudar novos exemplos de grupos focamos nossa atencao para os

grupos quocientes. Com isso em mente, definimos abaixo um tipo especial de subgrupo.

Definicao 1.3.1. Um subgrupo N de um grupo G € chamado subgrupo normal se, para

V={anz"n e

todo x € G, vale a igualdade xt N = Nx, equivalentemente o conjunto xNx~
N} coincide com N . Ou seja, a classe lateral a direita € igual a classe lateral o esquerda.

Denotaremos N < G para dizer que N € normal em G.

Definicao 1.3.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O grupo quoci-
ente de G por N € o grupo dado pelo conjunto quociente G /N, induzido pela relagao de

equivaléncia congruéncia modulo N (=n), e a operagao binaria

G/N xG/N — G/N
(Ng,Nh) +— Ng-Nh= Ngh

16



Defini¢ao 1.3.3. Sejam (G, -) e (H,*) grupos e f uma funcao f : G — H, dizemos que

f € um homomorfismo de grupos se para todo a,b € G

fla-b) = f(a)* f(b).

A defini¢do acima nos permite interpretar um homomorfismo de grupos como uma

funcao que respeita a operacao dos grupos associados.

Proposicao 1.3.4. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos, entao

1) flea) = en-

II) Para todo g € G, f(g7') = f(g9)~".

Demonstracao.

I) Como eg é o elemento neutro de G e f é um homomorfismo de grupos temos que

fleg) = fleg -eq) = fleq) - f(ea), logo pela Proposigao 1.1.7 f(eq) = ep.

IT) Ao operar f(g) com f(g~') obtemos que f(g) - f(¢g~') = flgg™") = flea) = emn,
logo f(g~') = f(g)".

O

Definicao 1.3.5. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. O nicleo de f, denotado
por ker(f), € o conjunto ker(f) ={g € G/f(g9) = en} e a imagem de f, denotada por

Im(f), é o conjunto Im(f) ={f(g9)/g € G}.

Teorema 1.3.6. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Temos que Im(f) < H
e ker(f)<G.

Demonstragao. Provaremos primeiro que Im(f) < H. Pela Proposi¢ao 1.3.4 temos que

1

en € Im(f). Seja f(g) € Im(f), como G é um grupo vai existir ¢g~' e como f é um

homomorfismo temos que f(g71) = (f(g))7, logo Im(f) é fechado para inversos. Sejam
f(g), f(h) € Im(f), como f é um homomorfismo temos que f(g)f(h) = f(gh) € Im(f),
assim I'm(f) é fechado logo é um subgrupo de H.

Agora provaremos que ker(f)<G. Sejam a,b € ker(f), entao f(ab) = f(a)f(b) = eq,
portanto ab € ker(f) logo ker(f) é fechado. Se a € ker(f) entao f(a™') = (f(a))™! =
(eg)™! = ey, assim ker(f) ¢ fechado para inversos logo ¢ um subgrupo de G. Ainda,

temos que para a € ker(f), f(gag™) = Fo)f(@ (™) = Fo)(f(9))" = ex Vg € .
Assim, gag™' € ker(f) Vg € G, logo ker(f) <G. O

Teorema 1.3.7. Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H € injetivo se, e somente se,

ker(¢) = {ec}-

17



Demonstra¢ao. Como ¢ é um homomorfismo de grupos temos que ¢(eg) = ey. Supondo
que ¢ é injetivo, se a € ker(¢) = ¢(a) = ey, portanto pela injetividade de ¢ temos que
a = ey, logo ker(¢) = {eg}.

Supondo que ker(¢) = {eg}, se d(a) = ¢(b) = ¢(a)(p(h))™" = ey = Plab™t) =
ey = ab~! € ker(¢), mas, por hipotese, ker(¢) = {eg}, portanto ab™' = eg = a = b,
logo ¢ ¢ injetivo. O]

Definicao 1.3.8. Um isomorfismo de grupos € um homomorfismo de grupos bijetor.

Quando existe um isomorfismo entre dois grupos G e H dizemos que G € isomorfo a

H e denotamos G = H

O isomorfismo ¢ uma relagao entre grupos importante na teoria de grupos porque
nos permite comparar grupos. Dizer que dois grupos sao isomorfos é dizer que os dois

possuem a mesma estrutura.

Teorema 1.3.9. (Primeiro teorema do isomorfismo) Seja f : G — H um homomorfismo

de grupo. Entao o quociente G/ker(f) € isomorfo a Im(f).

Demonstra¢io. Chamemos K = ker(f) e considere a funcao f induzida por f

f: G/K — Im(f)
gk~ f(g)

Verificaremos se f estd bem definida. Seja € gK. Logo, K = gK e portanto é
necessério que f(z) = f(g). Como x =g g, segue que xg~! = h, para algum h € K.
Logo = = hg, portanto f(z) = f(hg) = f(h) - f(g9) = en - f(9) = f(g), assim f estd bem
definida.

Vejamos agora que f é um homomorfismo. Sejam xK,gK € G/Ker(f), temos que
f(zK - gK) = f(z-gK) = f(z-g) = f(z)- f(9) = f(zK) - f(¢9K), portanto f & um
homomorfismo.

Verificaremos que f é sobrejetora. Seja h € I'm(f), logo existe g € G tal que f(g) = h.
Seja gK € G/K, temos f(gK) = f(g) = h, portanto f é sobrejetora.

Por fim verificamos que f é injetora. Sejam gK,hK € G/K, tal que f(gK) = f(hK).
Logo f(g) = f(h), portanto f(gh™') = ey logo gh™! € K assim gK = hK.

L]

Corolario 1.3.10. (Segundo Teorema do Isomorfismo) Se K e N sao subgrupos de um
grupo G, com N normal em G, entio K/(NNK)= NK/N.

Demonstracao. Definindo a fungao

¢: K — NK/N
k — Nk.
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Dados k,r € K, temos que
¢(kr) = Nkr = NkENr = ¢(k)o(r),

portanto, ¢ € um homomorfismo.

Seja Na € NK/N, logo existem n € N e k € K tais que a = nk assim,
Na = Nnk = Nk = ¢(k)

desta forma, ¢ é sobrejetora.
Ainda, temos que ker(¢) = {k € K|¢p(k) = Nk = N} = {k € K|k € N}, o que implica
ker(¢) = K N N. Logo, pelo primeiro teorema do isomorfismo,
K/KNNZ=NK/N.
O

Corolario 1.3.11. (Terceiro Teorema do Isomorfismo) Se H e K sao subgrupos nor-
mais de um grupo G tal que K < H, entao H/K é um subgrupo normal em G/K e
(G/K)/(H/K) = G/H.

Demonstracao. Definindo a fungao,

¢o: G/IK — G/H
Kg — Hg.

Temos que ¢ é claramente sobrejetora, e mais, ker(¢) = {Kg € G/H | ¢(Kg) = H},
portanto ker(¢) = {Kg | g € H} o que implica ker(¢) = H/K. Logo, H/K é um

subgrupo normal de G/K e pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos que

G/K _ G

H/K ~ H
0

Definicao 1.3.12. Seja ¢ : G — G um homomorfismo de grupos e H < G, H < G'.
Definimos o conjunto imagem de H por ¢ como ¢(H) = {¢(h)|h € H} e o conjunto
imagem inversa de H por ¢ como ¢~ (H ) ={g € G|¢(g) € H'}.

Teorema 1.3.13. (Teorema da Correspondéncia) Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo de

grupos sobrejetor. Entao:
i) Se H<G = ¢(H) <G
ii) Se H <G = ¢ (H) <G eker(¢) C o~ (H);
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iii) Se H <G = ¢(H)<G';

iv) Se H <G = ¢ Y (H)QG,;

v) Se H <G eker(¢) C H= ¢~ (¢(H)) = H;
vi) Se H <G = ¢(¢7'(H')) = H;

vii) A fun¢iao H — ¢(H) € uma correspondéncia bijetora entre a familia de subgrupos de
G que contém o ker(¢) e a familia de todos os subgrupos de G'. Subgrupos normais

. !
de G correspondem a subgrupos normais de G .

Demonstracao.

i) Claramente ¢(H) # () dado que ¢(0) € ¢(H). Sejam ¢(h), (k') € ¢(H), entdo
o(h)p(h') = ¢(hh') € ¢(H), assim ¢(H) ¢é fechado. Agora, seja ¢(h) € ¢(H) logo
p(h™) = ¢(h)™! com h™!' € H = ¢(h)™" € ¢(H) , assim ¢(H) é fechado para

inversos, logo ¢(H) é um subgrupo de G';

ii) Claramente ¢p~'(H') # (). Sejam a,b € ¢~*(H'), entdo ¢(a), ¢p(b) € H'. Temos que,
d(a)d(b) = ¢p(ab) € H', assim ¢~ (H') é fechado. Também, dado a € ¢~ (H') temos
que ¢(a) € H' logo ¢(a™") = ¢p(a)t € H = ¢~ (H') é fechado para inversos assim
¢~'(H') & um subgrupo de G. Se h € ker(¢) = ¢(h) = ey € H = ¢(h) € H =
he ¢ (H), logo ker(¢) C ¢~ (H);

iii) Seja h € H, como H < G temos que g-'hg € HV g € G. Desta forma, ¢(g 'hg) €

G(H), assim temos que ¢(g~1)p(h)d(g) € ¢(H), logo pela sobrejetividade de ¢ temos
¢(H) QG

iv) Seja ¢(h) € H', como H <G’ entdo (¢(g)) " ¢(h)p(g) € H' ¥V ¢(g) € G'. Desta forma
(6(9)) " o(h)d(g) = d(g'hg) € H = g~'hg € ¢~ (H )V g € G, logo ¢~ (H') < G;

v) Seja x € ¢~ (p(H)) = ¢(x) € ¢(H). Desta forma, ¢(z) = ¢(h) para algum h € H.
Assim, ¢(z)(¢(h))™' = e = ¢(zh™') = ey = xzh™ € ker¢ C H e por fim
x=(xh™")h € H=x € H, logo ¢ '(¢(H)) C H. Por ultimo, se h € H = ¢(h) €
¢(H) = h € ¢ (o(H)) = H C ¢~ ($(H)), logo ¢~ (¢(H)) = H;

vi) Sey € ¢p(¢p " (H)) =y = ¢(x), paraalgum x € ¢ Y(H ) = ¢(x) € H = yc H =
¢(¢~'(H")) C H'. De forma analoga, se h' € H = h' = ¢(z) para algum z € G,
pois ¢ é sobrejetora, = = € ¢~ (H') = ¢(x) € p(¢ " (H)) = h' € ¢p(¢~*(H')), logo
H' C é(¢~'(H));

vii) Seja H < G tal que ker¢ C H, assim pelo item i) ¢(H) < G e pelo item v)
(b_l(qﬁ(H)) = H, assim H + ¢(H) é injetora. Seja H < G'. Peloitemii) ¢~ (H') <
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G e kerg C ¢~ (H') e pelo item vi) ¢(¢~*(H')) = H', de onde segue que H + ¢(H)

¢ sobrejetora, logo bijetora. A segunda afirmagao segue dos itens iii) e iv).
[

Corolario 1.3.14. Se N € subgrupo normal de um grupo G, entdo cada subgrupo de G /N
¢ da forma K/N onde K é um subgrupo de G que contém N. Ainda mais, K/N € normal

em G/N se, e somente se, K for normal em G.

Demonstragao. Considere o homomorfismo canénico 7 : G — G/N, dado por 7(g) = gN.
Temos que kerr = {g € G | 7(g) = gN = N} = kermr = N. Seja K' < G/N, pelo
Teorema da Correspondéncia existe um subgrupo K de G contendo N tal que K =
7(K) = K/N. Ainda pelo teorema da Correspondéncia K < G se, e somente se, K/N <
G/N. O

1.4 Acao de Grupos
Definicao 1.4.1. Uma a¢ao de um grupo sobre um conjunto € uma fungao

x: GxM — M
(g.m) = gxm

tal que
i) egxx=acVareM
il) (1) xx=g1*(p*xx)VareMeg,g €G.
Quando tal agao € dada dizemos que G age em M.

Definicao 1.4.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma agao

HxG — @
(h,g) + hg

dizemos que h € H € uma translag¢io (esquerda) de G.

Definicao 1.4.3. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma a¢ao

HxG — G
(h,g) ~ g"=hgh™!

¢ chamada de conjugacao por h, e o elemento hgh™" € dito o conjugado de g.
Teorema 1.4.4. Seja G um grupo que age sobre um conjunto M, temos que
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i) A relagao em M definida por
T~YSgr=1y

para algum g € G, € um relagdo de equivaléncia.

ii) Para cada v € M G, ={g € G: gx =z}, é um subgrupo de G.

Demonstrag¢ao. i) Vamos, inicialmente, demostrar que a relagdo definida acima é uma
relacao de equivaléncia. Temos que x ~ x & gr = z, para algum ¢ € G. Em

particular, tomemos g = eq, portanto egx = x = = ~ x,Vo € M. Agora,
r~Yy <= gr=y

operando ¢~! em ambos os lados, obtemos

gr =1y

ou seja,

z :g’ly =y~
Por fim, se x ~ y e y ~ z, implica que gr =y e g1y = z, com g, g; € G. Logo

J1gT = 2 = T ~ 2.

ii) Agora vamos mostrar que G, é um subgrupo de G. Temos que, eqz =z, V x € M,
portanto eg € G.. Sejam g, h € G, entao gr = hx = x logo ghx = x assim gh € G,.

12, logo g7! € G,. Desta forma, G,

Se g € G, entao gr = x, o que implica r = g~
é um subgrupo de G.

O

Definicao 1.4.5. As classes de equivaléncia da relacao definida no Teorema 1.4.4 sao
chamadas de orbitas de G em M ; a orbita de x € M ¢é denotada por . O subgrupo G, é

chamado de estabilizador de x.

Definicao 1.4.6. Se um grupo G age sobre ele mesmo por conjugacao, entao a orbita
{9zg7 | g € G} de x € G € chamada classe de conjugagdo de x. Se um subgrupo H
age em G por conjugacao o grupo H, = {h € H|hzh™' = 2} = {h € H|hx = zh} ¢
chamado de centralizador de x em H e denotado por Cy(x). Se H age por conjuga¢do
sobre o conjunto S de todos os subgrupos de G, entao o subgrupo de H que deiza fixo
K € S, a saber {h € H|hKh™" = K}, ¢ chamado de normalizador de K em H e é
denotado por Ny(K).
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Teorema 1.4.7. Se um grupo G age sobre um conjunto M, entdao a cardinalidade da
orbita de x € M € o indice [G : G,].

Demonstracao. Seja S o conjunto das classes laterias de GG, em G, definimos a fungao

S T
9gG, — gzx.

Tomando as imagens

gr =hr < hlgr =2

assim h™'g € G, o que implica hG, = gG,, portanto a funcao f estd bem-definida.
Seja h € Imf, logo existe um g € G tal que gr = h. Tomando ¢G, € S, temos que

fl9G:) =gz ="h

portanto f é sobrejetora.

Se
gr = hzx,
pela Proposigao 1.1.6,
g = h.
Assim, f é injetora, e portanto bijetora. m

Corolario 1.4.8. Seja G um grupo finito e K um subgrupo de G.

i) O numero de elementos de uma classe de conjugagao de x € G é [G : Cq(x)], a qual
divide |G|.
ii) Se T1,..., T, (x; € G) sao classes de conjugacao distintas de G, entao

n

G| =[G : Ca()];

=1

iii) O nudmero de subgrupos de G em K ¢ |G : Ng(K)] a qual divide |G]|.

Demonstrag¢ao. Temos que i) e iii) seguem imediatamente do Teorema de Lagrange.
Segue do Teorema 1.4.4 que a conjugacao é uma relacao de equivaléncia em G, portanto

G é a uniao das classes de conjugacao. O

Definigao 1.4.9. A equacao |G| = > " |[G : Cg(z;)] como no Coroldrio 1.4.8 ii) €

chamada de equagao das classes de um grupo finito.

Teorema 1.4.10. Se um grupo G age sobre um conjunto M, entao essa ac¢ao induz um

homomorfismo G — Sy, onde Sy € o grupo de todas as permutacoes de M.
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Demonstracao. Seja g € G, definimos a funcao

g0 M — M
T — gz

Desde que x = g '(gz), V = € M, 7, é sobrejetora.
Se gx = gy, com z,y € M, temos

z=g9"(g92) =9 gy) =y

portanto 7, ¢ injetora, logo bijetora.

Agora definindo
7: G — Sy
g = T,

Se ¢,¢9 € G, temos que
(99 ) =T,y =T40T,.

Portanto 7 é um homomorfismo.

]

Corolario 1.4.11. (Cayley) Se G é um grupo, entao existe um homomorfismo injetor
G — Sg. Portanto, todo grupo € isomorfo a um grupo de permutagoes. Em particular

todo grupo finito € isomorfo a um subgrupo do S,, com n = |G|.

Demonstra¢ao. Seja G agindo em si por translagao a esquerda

x: GxGE = @
(9,) = gz

Pelo Teorema 1.4.10, existe um homomorfismo

7: G — Sqg
g = T

em que 7,(z) =gz, Vz € G.
Se

entao

Em particular,

Portanto, 7 é injetora.
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A segunda afirmagao ¢é valida porque G ¢ isomorfo a I'm(7), que por sua vez é um subgrupo
de Sg. O

Definicao 1.4.12. Se G um grupo, entao definimos o conjunto de todos os automorfismos

de G como AutG. Esse conjunto € um grupo com a operagoes de composicdo de funcgoes.
Corolario 1.4.13. Seja G um grupo, entao
i) Para cada g € G, a conjugagao por g induz um automorfismo de G.

ii) Hd um homomorfismo G — AutG cujo nicleo € o conjunto Z(G) = {g € G : gz =
rgVr € G}.

Demonstragao. i) Dada a conjugagao

T G — G
T gxg_l.

Pelo Teorema 1.4.10 7, é uma bijecao, desta maneira, resta mostrar que 7, ¢ um homo-
morfismo.

Dados z,y € G, temos que

1 1

T(xy) = gryg ' = grg tgyg Tt = 7,(x)7,(y).

Portanto, 7, ¢ um automorfismo de G.
ii) Seja G agindo sobre ele mesmo por conjugacao. Por i) a imagem do homomorfismo

T : G — Sg esta contida em AutG. Claramente,
g€ ker(t) & 1,=1dg & grg™' = 7,(z),Vz € G,

mas

grg~' =1 & gr = xg,

portanto kert = Z(G).
[

Proposigao 1.4.14. O subgrupo normal Z(G) = kert, do Coroldrio anterior, é chamado
de centro de G. Um elemento g € G estd em Z(G) se, e somente se, a classe de conjuga¢ao

de g consiste apenas de g.

Demonstracao. Se g € Z(G), entao

gr = gx,Vr € G
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logo, {zgz~" |z € G} = {g}.
Agora, supondo que {rgz~! |z € G} = {g}, temos que xgz~! = g, V x € G, portanto, g
comuta com todo elemento de G, portanto g € Z(G).

O

Assim, se G é finito e x € Z(G), entdo [G : Ce(z)] = 1. Consequentemente, a equagao

da classe de GG pode ser escrita como
Gl =12(G)| + ) _[G: Colwy)]
i=1

onde 771, ..., T,, sdo classes de conjugagao de G distintas e cada [G : Cg(x)] > 1.

Proposicao 1.4.15. Seja H um subgrupo de um grupo G e G age no conjunto M de
todas as classes laterias a esquerda de H em G por translagcao a esquerda. Entao o nicleo

de G — Sy estd contido em H.

Demonstracao. Seja o homomorfismo

T G — Sy
gl—>7'g

onde
Ty M o — M
xH — gxH.
Se g € kert, entao 7, = Idy; e gvH = xH V o € G. Em particular para x = e, geH =
eH = H, o que implica g € H. O

Corolario 1.4.16. Se H é um subgrupo de G e |G : H| = n e nenhum subgrupo normal

nao trivial de G estd contido em H, entao G € isomorfo a um subgrupo do S,,.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.4.15 o homomorfismo 7 : G — Sj; tem o niicleo contido
em H e por hipotese kert = {e}, portanto é injetor. Assim, G é isomorfo a Im7, que
por sua vez é um subgrupo do S,, j& que n é o numero de classes laterais de H (a

esquerda). O

Corolario 1.4.17. Se H é um subgrupo de um grupo G finito de indice p, onde p € o

menor primo que divide a ordem de G, entao H € normal em G.

Demonstracao. Seja M o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G, entao Sy,
¢ isomorfo a um subgrupo de S, ja que [G : H| = |M| = p.

Se K é o nicleo de G — Sy, entao K é normal em G e esta contido em H. Pelo Teorema
do Isomorfismo G/ K ¢ isomorfo a algum subgrupo do S,. Entao, |G/K| divide |S,| = pl.

Mas cada divisor de |G/ K| deve dividir |G| = |K|[G : K], j4 que nenhum namero menor

26



que p pode dividir |G|. Entao |G/K|=pou |G/K|=1.
No entanto, |G/K| =[G : K] =[G : H|[H : K| = p|G : K] > p. Portanto, |G/K|=pe
[H: K| =1,onde H= K, logo H ¢ normal em G. O

1.5 Os Teoremas de Sylow

Lema 1.5.1. Se um grupo H de ordem p" (p primo) age em um conjunto finito S e se
So={xeS:hx=xV heH}, entao |S| = |So| (mod p).

Demonstracao. Temos que uma orbita T tem exatamente um elemento se, e somente se,

x € Sp. Desta forma, S pode ser escrito com a uniao disjunta
S =S Uz;U...UT,,
com |[7;| > 1,i =1,...,n. Assim,
|5 = [So| + [Z1] + .. + [Tl

Agora, dado que |7;| > 1 e |7;| = [H : Hz;] divide |H| = p" temos que p divide |7;| para
cada i. Portanto, |S| = |Sy|(modp). O

Teorema 1.5.2. (Cauchy) Se G é um grupo finito cuja ordem € divisivel por um primo

p, entao G contém um elemento de ordem p.
Demonstracao. Seja S o conjunto das p-uplas de elementos de um grupo G,
S =A{(a1,as,...,ap)/a; € G,ayay---a, = e}

1

onde a, ¢ determinado univocamente como (ajas...a,_1)" ", segue entdao que |S| = nP~1,

com |G| = n. Dado que p divide n, |S| = 0(modp). Seja o grupo Z, agindo em S por

permutacao ciclica, isto €, seja k € Z,,
k(ay,as,...;ap) = (Qt1, Gty ooy Qp, A1, ..y Q).
Temos que, dado 0 € Z,, entao
0(ar, ag, ..., ap) = (a1, ag, ..., ap).
Ese k. k € Ly, entao

(k+ k) (a1, ag,..,a,) = (A 15 Qo 2 o Gy Oy ey G g7
(a‘k'+17a’k'+27 ey Qp, A1, "‘7ak’)

(/{/(al, ey p))
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portanto a agdo esta bem-definida. Agora, (ay, ..., a,) € Sp se, e somente se, a; = ... =
ap; claramente (e, e, ...,e) € Sy, portanto |Sp| # 0. Pelo Lema 1.5.1 |S| = [Sy| = 0(modp).
Como |Sy| # 0, entao existe pelo menos p elementos em Sy e como p é primo, logo p > 2.

Desta forma, existe a # e, tal que (a,a,...,a) € Sy e ainda a? = e, portanto |a| =p. O

Definicao 1.5.3. Um grupo onde todo elemento possui uma ordem igual a uma poténcia
de um p primo (fizo), é chamado de p-grupo. Se H € um subgrupo de um grupo G ¢ H é
p-grupo, entio H € dito p-subgrupo de G.

Corolario 1.5.4. Um grupo finito G € um p-grupo se, e somente se, |G| é uma poténcia

de p.

Demonstra¢ao. Se G é um p-grupo e ¢ um primo que divide |G|, entdao G contém um
elemento de ordem ¢, pelo Teorema de Cauchy. Como, por hipotese, todo elemento de G
é uma poténcia de p, entdo p = ¢q. Portanto, |G| é uma poténcia de p.

A volta vem imediatamente do Teorema de Lagrange. O

Corolario 1.5.5. O centro Z(G) de um p-grupo nao trivial G contém mais de um ele-

mento.

Demonstra¢ao. Considerando a equacao das classes
G =12(G)| +)_[G: Za(x)]

temos que p divide cada [G : Zg(z;)] e divide |G|, portanto divide |Z(G)|, desta forma,
|C(G)| = p' com i > 1 particularmente |Z(G)| > 2 . O

Lema 1.5.6. Se H ¢ um p-subgrupo de um grupo finito G, entao
[Ne(H) : H] = [G : H](modp).

Demonstracao. Seja S o conjunto das classes laterais a esquerda de H em . Suponha
que H age em S por translacdo a esquerda. Entao |S| =[G : H|.
Seja So ={xH € S: htH = xH,Vh € H}, entao

tHeSy © hxH=xHVhe H
& o 'haH = HVh € H
o thee HVhe H

s 'Her=H
s cHr '=H
T e Ng(H)

Portanto |Sp| é o nimero de classes *H com x € Ng(H); isso é |So| = [Na(H) : H].
Pelo Lema 1.5.1 [Ng(H) : H|] = [G : H](modp). O
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Corolario 1.5.7. Se H ¢ um p-subgrupo de um grupo finito G de modo que p divide
|G : H|, entao Ng(H) # H.

Demonstra¢ao. Temos que 0 = [G : H|(modp) pelasuavez [G : H| = [Ng(H) : H|(modp).
Portanto,
[No(H) : H] > 2, logo No(H) # H. O

Teorema 1.5.8. (Primeiro Teorema de Sylow) Seja G um grupo com ordem p™m, com
n > 1, p primo, e (p,m) = 1. Entao G contém um subgrupo de ordem p’ para cada
1 < j <n e todo subgrupo de G de ordem p' com i < n € normal em algum subgrupo de

ordem pitt.

Demonstra¢ao. Como p divide |G|, entao G contém um elemento g de ordem p, portanto
um subgrupo (g) de ordem p pelo Teorema de Cauchy.

Assumindo que H é um subgrupo de G de ordem p’ (1 < i < n). Entao p divide
|G : H] e pelo Corolario 1.5.7 H # Ng(H) lembremos também que pela defini¢ao do nor-
malizador em G, H ¢ normal em Ng(H),e faz sentido falar do grupo quociente Ng(H)/H,
por isso e como consequéncia do Lema 1.5.6, p divide |Ng(H)/H| e Ng(H) possui um
subgrupo de ordem p novamente garantido pelo teorema de Cauchy. Pelo Teorema 1.3.13
esse grupo ¢ da forma H;/H onde H; é um subgrupo de Ng(H) contendo H. Desde que H
seja normal em Ng(H), H ¢ normal em H,. Por fim, |H,| = |H||H,/H| = p'p = p'*!. O

Definicao 1.5.9. Um subgrupo P de um grupo finito G € chamado de p-subgrupo de Sylow

(com p um nimero primo) se |P| = p’ para algum i € Z* e p nao divide |G : P].

Teorema 1.5.10. (Segundo Teorema de Sylow) Se H € um p-subgrupo de um grupo finito
G, e P é um p-subgrupo de Sylow de G qualquer, entdo exite um x € G tal que H < xPx1.

Em particular, qualquer dois p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados.

Demonstracao. Seja S o conjuno das classes laterais a esquerda de P em G, e H age
em S por translagdo a esquerda. Seja Sy = {xP € S/haP = zP,VYh € G}, dado que
|S| = [G : P] entao |Sy| = [G : P](modp) pelo Lema 1.5.1. Mas p nao divide [G : PJ;
desta forma |Sy| # 0 entao existe 2P € S,

rPeSy © hxP=xP,VYVhe H
& axthy e P,Yhe H
sr'He < P
< H < xPz— .

]

Teorema 1.5.11. (Terceiro Teorema de Sylow) Se G é um grupo finito e p um primo,
entdo o numero de p-subgrupo de Sylow de G divide |G| e ele € da forma kp + 1 para
algum k > 0.
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Demonstracao. Pelo segundo Teorema de Sylow o ntimero de p-subgrupos de Sylow é o
numero de conjugados diferentes de um dado P, p-subgrupo de Sylow de G. Observemos
também que esse nimero de conjugados diferentes coincide com o ntmero [G : Ng(P)],
que por sua vez é um divisor de |G|.

Seja S o conjunto de todos p-subgrupos de Sylow de G e P agindo em S por conjugagao.
Entao QQ € Sy se, e somente se, xQz ' =Q V x € P.

A ultima condicdo, zQr™' = Q V = € P, é satisfeita se, e somente se, P < Ng(Q) e
desta forma P e () sdo conjugados em Ng(Q). Mas dado que @ ¢ normal em Ng(Q),
isso ocorre se () = P. Portanto, Sy = {P}, logo |Sy| = 1, assim |S| = 1(mod p), entao
|S| = kp+ 1. O

Teorema 1.5.12. Se P é um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G, entdo
Ne(Ng(P)) = Ng(P).

Demonstra¢ao. Toda conjugacao de P é um p-subgrupo de Sylow de G, além disso P ¢é
um p-subgrupo de Sylow de qualquer subgrupo de G' contendo P. Dado que P é normal
em N = Ng(P), P sera o tnico p-subgrupo de Sylow de N pelo Segundo Teorema de
Sylow. Entao,

1€ Ng(N)=a2Nv'=N=aPr '<N=zPr'=P=1€cN

logo Ng(Ng(P)) < Ng(P), sendo obvia a outra inclusao. O
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Capitulo 2
Grupos Abelianos finitos

Apresentaremos nesse capitulo uma caracterizacao para os grupos abelianos finitos,
onde todo grupo abeliano finito pode ser visto como produto direto de Z,, com p um
ntmero primo. Para tal, se faz necessario a definicao de novos conceitos e alguns resultados

a comecar pelo produto direto entre grupos.

2.1 Produto Direto

Definicao 2.1.1. Sejam G1, G, ...,G, grupos. Definimos a operacao sobre o produto

cartesiano Gy X Gy X --- X G, da sequinte forma:
(CLl, as, ..., an)(bl, bQ, ey bn) = (albl, agbg, ey anbn)

E facil verificar que Gy x Gy X - - - x G, € um grupo com a operacao definida acima: Se
e; € o elemento neutro de G; entao (e, es, ..., €,) € 0 elemento neutro de Gy x G X - - - X G,
e (a;',ay’,...,azt) é o elemento inverso de (ay, as, ..., a,). Esse grupo é chamado produto
direto de G; x Gg X - -+ X (G,,.

Enunciaremos a seguir resultados que mostram uma relacao direta entre a normali-
dade de um subgrupo e a definicao acima de produto direto entre grupos. Esses resultados
iniciais nos mostram que um grupo abeliano finito G' pode ser visto como produto direto
entre dois subgrupos normais dada a condi¢ao de ambos serem disjuntos e cada elemento
de G ser escrito de maneira univoca como a operacao de dois elementos, cada um per-
tencente a um desses subgrupos. Com esses resultados em maos, na proxima subsecao

exibiremos duas caracterizagoes para os grupos abelianos finitos.

Lema 2.1.2. Sejam M e N subgrupos normais de um grupo G, tal que M NN = (e). Se
a € Mebe N, entao ab = ba.

Demonstragao. Considere a=b~tab. Como M é normal, b=tab € M. Assim,
a'v"tab=a (b "'ab) € M.

31



De maneira anéloga,
a'vtab = (a b 'a)b € N.

Deste modo,
a b rtabe M NN = (e),

assim

a b lab = e
ab = ba.
O

Teorema 2.1.3. Sejam Ni, Ns, ..., N}, subgrupos normais de um grupo G, onde cada ele-
mento em G pode ser escrito univocamente da forma ajas - --ay, com a; € N;. Entao G

€ isomorfo ao produto direto N1 X Ny X -+ X Ny.

Demonstracao. Definindo a fungao

fi: NixNyx--+xN, — G

flay,as, ..., ax) — a1ay - Ak

Como, por hipotese, todo elemento de G' pode ser escrito da forma ajas - - - ax (com
a; € N;) f é sobrejetora.

Se f(ay,ag,...,a) = f(by, b, ..., bg) entdo ajas - - - a = byby - - - by, e pela unicidade da
hipotese a; = b; para cada i (1 > i > k). Portanto, f é injetora.

Antes de mostrar que f é homomorfismo, veremos que os /V; sao disjuntos dois a dois,
ou seja N; N N; = (e) quando i # j.

Se a € N; N N; entao a pode ser escrito como um produto de elementos dos N; de

duas formas

e assim, a hipdtese de unicidade implica a = e. Portanto, N; N N; = (e) para i # j.
Para mostrar que f ¢ um homomorfismo é necessario utilizar o Lema 2.1.2, que

implica a;b; = bja; para a; € N; e b; € N;. Portanto, temos que
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flar,ag,...;ar)(by, ba, ..., b)] = f(aiby, ..., arby)
= aibiasby - - - apby
= aiasbiby - - - apby
= ajas- - apbiby - by

= f(alaa27 "'7ak>f<bla b27 7bl€)

Logo, f ¢ um homomorfismo e assim, um isomorfismo.

]

Teorema 2.1.4. Se M e N sao subgrupos normais de um grupo GG, de modo que G = M N
(MN={mn:meMenecN})eMNN = (e), entaio G= M x N.

Demonstracao. Por hipotese todo elemento de G é da forma mn, com m € M en € N.
Supondo que um elemento pode ser escrito de duas formas, mn = myn; com m, m; € M
en,n; € N. Entao,

mn = miyni,

segue que,

1 o
m; mn = ni,

ou seja,

ml_lm =nn '

Como m;'m € M enin~' € N, e ainda M NN = (e), temos que m; 'm = e. De onde,
tem-se m = mq; De modo anédlogo n = n;. Portanto, todo elemento de G pode ser escrito
univocamente da forma mn com m € M en € N, e assim, G = M x N, pelo Teorema
2.1.3. O

2.2 Grupos Abelianos Finitos

Definigao 2.2.1. Se G € um grupo abeliano e p um nimero primo, entdo G(p) denota o

conjunto dos elementos de G cuja a ordem é uma poténcia de p; a saber

G(p) ={9€G|lg| =p",n > 0}.

E facil ver que G(p) ¢ fechado para inversos e é ndo vazio pois e € G(p). Ainda, se
9,91 € G(p) tal que |g| = p* e |g1] = p* com s < k, entdo (9g1)" = ¢"' g} =egl =
e’ = e. Logo, G(p) é fechado e, portanto, G(p) é um subgrupo de G.

Esse subgrupo sera 1til em nosso objetivo de caracterizar os grupos abelianos pois,

como veremos a seguir, todo grupo abeliano pode ser visto como um produto direto de
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G(pi). Com tal objetivo em mente, enunciaremos o seguinte resultado que mostra que

todo elemento de um grupo abeliano pode ser visto como produto de elementos de G(p;).

Lema 2.2.2. Seja G um grupo abeliano e a um elemento G de ordem finita. Entao
a = ajay---ay, com a; € G(p;), onde py,pa,...,pt, sGo primos distintos que dividem a

ordem de a.

Demonstra¢ao. Vamos provar por indugao sob o nimero de primos distintos que dividem
a ordem de a. Se |a| é divisivel por um tnico primo p;, entao a ordem de a é igual a uma
poténcia de py, portanto a € G(p;). O Lema ¢é verdadeiro nesse caso.

Assumindo por hipétese de indugao que o Lema é valido para todo elemento cuja
a ordem é divisivel por um numero k — 1 de primos distintos e a |a| é divisivel por k
primos distintos pi, pa,...,pr. Entao |a| = pi'---p¥, com cada r; > 0. Seja n = pi*,
m = py’---p*, entao |a| = mn. Temos que (m,n) = 1, e portanto é possivel encontrar

inteiros 7, s tais que mr + ns = 1. Consequentemente

a = amr+ns _ CLmrans

mas ™" € G(p1) devido a que a possui ordem mn, pelo fato de

mr)n _ a(mn)r

al =" =c¢

da mesma forma,

(ns)m nm)s s

a :CL( =€ =c€.

Pelo Teorema 1.1.10 a ordem de a™® divide m, um nimero inteiro com somente k — 1
divisores distintos. Portanto, pela hipotese de indugao a™ = aqag - - - ay, com a; € G(p;).
Seja a; = a™", entao

a = a10az - -,
com a; € G(p;). O

Dado o lema acima, nos resta mostrar que a expressao a = ajas - - - a;, com a; € G(p;)
é univoca para podemos concluir que todo grupo abeliano finito pode ser visto como

produto direto dos G(p;). Para tal, enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. Se G é um grupo abeliano finito, entdo
G = G(pl) X G(pg) X e X G(pt),

onde p1, P, ..., pr SG0 primos distintos que dividem a ordem de G.

Demonstragao. Se a € G, entéo |a| divide |G|. Por isso, pelo Lema 2.2.2 a = ajas - - - ay,

com a; € G(p;) (onde a; = e se p; nao dividir |a|).
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A prova que essa expressao ¢ univoca consiste em supor aias - --a; = biby - - - by com

a;,b; € G(p;). Dado que G é abeliano
aiby ' = (baay ') (bsaz’) -+~ (bay ).

Para cada i, a;, b; € G(p;) e, por isso, possui ordem igual a uma poténcia de p;, suponha-
mos que (a;b; )i = e.

Seja m = ph? - p;*, entdo (a;b; )™ = e para i > 2, portanto
(@b )™ = (baaz )™ (b " = e e = c.

Consequentemente, a ordem de a;b;* divide m pelo Teorema 1.1.10. Mas a1b;' € G(py),
entao sua ordem ¢é uma poténcia de p;. A tnica poténcia de p; que divide m = p3? - - - p;*
é p) = 1. Portanto, a;b;' = e e a; = b;. Um argumento similar para i = 2,..,¢ mostra
que a; = b; para todo i. Portanto cada elemento de GG pode ser escrito univocamente da
forma ajas - - - a;, com a; € G(p;) e por isso, G = G(p1) X G(p2) X - - - X G(p;) pelo Teorema
2.1.3.

m

Lembrando que, se p ¢ um primo entao um grupo onde todos os elementos possuem
ordem igual a uma poténcia de p é chamado p-grupo. Cada um dos G(p;) do Teorema
2.2.3 sao um p-grupo. Portanto, todo grupo abeliano finito pode ser visto como o produto
direto de p-grupos, nos restando provar, para alcancamos o objetivo de mostrar que todo
grupo abeliano finito ¢ um produto dos Zy, que cada G(p;) pode ser visto como produto

direto de Zy. Para isso, enunciamos uma nova definigao.

Definicao 2.2.4. Um elemento a de um p-grupo B € chamado um elemento de ordem
mdzima se |b| < |a| para todo b € B. Se |a| = p", entio b possui ordem p’ com f < n.
Assim, b*" = (bpf)pnff = = Portanto, se a € um elemento de ordem mdxima p™

em um p-grupo B, entdo b*" = e para todo b € B.

Usando a definigao acima, enunciamos o seguinte resultado que sera vital para de-
mostrarmos o teorema que caracteriza os grupos abelianos finitos. A demostragao é longa

e cheia de pequenos detalhes requerendo uma atencao especial do leitor.

Lema 2.2.5. Seja G um p-grupo abeliano finito e a um elemento de ordem mdxima em
G. Entao existe um subgrupo K de G tal que G = (a) x K.

Demonstragao. Considere os subgrupos H de G tais que (a) N H = (e). Existe pelo
menos um subgrupo H = (e), e como G é finito, existe um subgrupo K de G com ordem
méxima satisfazendo (a) N K = (e), assim para demostrar o Lema, pelo Teorema 2.1.4,

basta mostrarmos que G = (a) K.
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Supondo que G # (a) K, entao existe b € G (b # e) tal que b ¢ (a) K. Seja n o menor
inteiro positivo tal que " € (a)K ( esse n existe pelo fato de G ser um p-grupo finito,

entdo, b*' = e € (a) K, para algum inteiro positivo [) entao

W =c ¢ (a)K (2.1)
e
VW= e (a)K
implicando em
&P =dk(telkekK) (2.2)

Se a possuir ordem p”, entdo 2?" = e, Vo € G pelo fato de a ser um elemento de

ordem méaxima em G. Consequentemente, por (2.2), temos

(@)K = (aR)PT = (PP = =

1

Portanto (a')?" = (k""" )" € (a) N K = (&) e (a)""~
a), pelo Teorema 1.1.10, divide tp"~!, de onde segue que p|t, ou seja t = pm(m € Z).

= e. Ainda, p™ ( ordem de

Portanto, & = a'k = a?™k e consequentemente, k = c?(a?™)~1 = (c(a™)"1)P. Seja
d=c(a™)! (2.3)

entdao d? = (c(a™) W =k € K,masd ¢ K (se c(a™) ' =F € K = c=a"k € ()K,
contradizendo 2.1).

E facil provar que o conjunto H = {xd*|x € K,z € Z} ¢ um subgrupo de G e
K C H. Temos que d =ed € H, e d ¢ K, assim H possui ordem maior que a ordem de
K, mas K ¢é o subgrupo de G com maior ordem tal que (a) N K = (e), ent@o nos resta
verificar quem ¢ (a) N H.

Se w é um elemento nao trivial de (a) N H, entao
w=a"=kd(k € K;s,r € 7). (2.4)

Temos que p nao divide r, caso contrario r = py, e isso implica que d” € K, logo k1d" € K

assim k1d? € (a) N K, uma contradi¢ao ao fato de w # e. Consequentemente, (p,r) = 1,
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entao existem inteiros u, v tais que pu + rv = 1, entao

c = Cl — Cpu—i—rv — (Cp)u(cr)v

= (a'k)"((da™)")"

= (a'k)"((d)"(a™)")"
(a'k)"(a*ky " (a™)")?

tu+sv+mrvku(kﬂl}) 1 c < >](7

uma contradigao por (2.1). Portanto, G = (a) K e pelo Teorema 2.1.4 G = (a) x K. [

Teorema 2.2.6. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos) Todo grupo abe-
liano finito G é um produto direto de grupos ciclicos, cada um com ordem igual a uma

poténcia de primo.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.3, G é um produto direto de subgrupos G(p), onde cada
primo p divide |G| e G(p) é um p-grupo.

Para completar a demonstragao, é necessario mostrar que todo p-grupo abeliano finito
H & um produto direto direto de grupos ciclicos, cada um com ordem igual a uma poténcia
de um primo.

Provando por indugao sob a ordem de H, a afirmacao é verdadeira quando H possui
ordem p pelo Teorema 1.2.7. Assumindo que a afirmacao é verdadeira para todos os p-
grupos de ordem menor que |H| e a um elemento de ordem méxima em H. Entao, pelo
Lema 2.2.5, H = (a) x K. Por hipotese de indu¢do K é um produto direto de grupos
ciclicos, cada um com a ordem igual a uma poténcia de p. Portanto, a afirmacao também
vale para H = (a) x K. O

O teorema acima, com o auxilio do teorema fundamental da aritmética, caracteriza
todos os grupos abelianos finitos GG, demostrando que G pode ser visto como produto

direto de grupos ciclicos de ordem prima.

37



Capitulo 3

Solubilidade

Nesse capitulo apresentaremos os principais resultados deste trabalho que consiste
em exibir duas caracterizagoes para os grupos soliveis. Comegaremos introduzindo o
conceito de comutador que auxiliara na caracterizagao dos grupos soliveis. Como foi dito
na introducao, os grupos soluveis podem ser vistos como préximos de serem abelianos,
com isso em mente, a definicao do comutador de dois elementos, definida abaixo, se torna
natural pois em um grupo abeliano todo comutador ¢ igual ao elemento neutro, portanto,

voltaremos a nossa atenc¢ao aos comutadores nao triviais.

3.1 Comutadores
Definicao 3.1.1. Dado dois elementos x,y de um grupo G, o comutador de x ey € o
elemento
[z, y] =2 'y ey € G.
Majis geralmente, definimos um comutador simples de comprimento n > 2 por
(T4, oy Tn) = [[T1, ooy Tne1], T

Dados dois subconjuntos H e K de um grupo G, denotaremos por |H, K| o subgrupo

de G gerado pelo conjunto

{[h,k]: he H,k € K}.

Em particular, o grupo G' = [G,G] chama-se subgrupo comutador ou subgrupo
derivado de G.

Indutivamente podemos definir uma sequéncia de subgrupos da seguinte forma:

GO = @
an = [G(O), G(O)] = &
G = [G(n—l)’ G(n—l)]_
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Definicao 3.1.2. O subgrupo G definido acima chama-se o n-ésimo grupo derivado de

G e a sequéncia
G:G(O)ZG(1)2~~ZG(") > ...

chama-se a série derivada de G.

O lema a seguir enumera as principais propriedades do comutador.
Lema 3.1.3. Sejam x,y,z et elementos de um grupo G. Entao:
i) [z,y]= 1 se e somente se xy = yx;

i) [z,y] ™ = [y, 2];

iii) [z, y]" = [2%,y°];

iv) [zy, 2] = [, 2"y, 2] = [z, 2][[z, 2], ][y, 2];
V) [z,yz] = [z, 2,y = [z, 2][z, [z, ], 2]
vi) [z,y]z = z[z*, y7;

vii) [2Y, 2] = [z, 2)®¥ [z, y, 2];

viii) [2v2,t] = [2Y, )" [2Y, 2, 1]

ix) [2,y,2] = [2,y] " [2,y]7;
x) Se ¢: G — H é um homomorfismo de grupos, entiao ¢(|x,y])= [o(z), d(y)].

Demonstracao.

i) [,y =1y lay=1s 2y =yx.

1 1 1

i) [z,y]7" = (@Y ay) T =y ya = [y, 2.

iii)

[z, 9" = (@7 ty lay)?
=z oy tayz
=z o ey e e ey
= (z7 )y 1)ty
= (@) (y") eyt
= [xZ’ yz]'
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iv)
[zy, 2] = (xy) 'z layz

=y tr iz layz

=yt ey twzyy ey
= (y a2 ay) (v y2)
= (z7 27 22)¥(y T2 y2)

= [z,2]"[y, 2]
=y totz layz
=g e ez e eyt e ey 2
=ax 2 zz(e ez )y e e gy ey
= a2 e[ e e yly ey

= [ZB, Z]Hx’ Z]a y][y, Z]
V)

[z,yz] =227y leyz
=ax ez ey ey
= (727 z2) (7 e iy ay2)
= o, ool
=ax 7y tayz
= etz ey e lyae ey T Ly 2
= (a7 wz) (a7 ay) (e ay) T (T y T )2
= [z, 2]z, y)[(z ™y 2y), 2]
= [z, 2][z, y][[z, y], ].

[z,ylz =z ly layz

= zz lo ly layz
2(a”lyley)
= zlz,yJ?

= z[z*, y?].

vii)
(2%, 2] = [y 'ay, 2]
= (yley) 2y ey
_ yflelyzflyflxyz

=y o tyzr—lzly 1xyz

= (z7 'y twy) ey oy

= (o7 Yy lay) ey ez ly ey ey e iy T lay

= ((z7 'y ay) " (@ e w2y T ay) (y e )2 (2 y ey
= (a7 )T (@ y ), 2]
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viii)

[29%,t] = [(y2) 'wyz, 1]
= [z~ 1y xyz, t
= (z7 Yy tayz) Wy ey et
=z ly eyt te ly eyt
=z Yy ey (y ey e T )t (y eyty T ey y T eyt
y e yzy eyt y e y) 2y T ey st
= (z7ly e lyzytay) (y e gty T ayt) (v ey Ty tayz)
(zly e lyzy o) (T y T e 2Ty T Ty 2t)
= (y‘lx‘lyfly‘lfcw)‘l(y‘lx‘lyt‘ly‘lxyt)(y‘lx‘lyZ‘ly‘lfcyZ)
(ytalyz 1y‘lﬂf,w) Yty ety y  ayz)t
= (y oyt lytayt) _lx_lyz_ly_lzyz)[(y’lx’lyzfly“w@ t]
= ((y twy) Mty tayt) W e ) (g~ lpy) ey ayz) o]
= [y ey (¥ Ay ey, 2], 4
= [az¥, ]2, 2], o)
= [a¥, 1]z, 2, y).
ix)
[xayaz] = [x>y]>z]

= (z7ly tey) e ey ey
=y oz ey layz

= (y~ o7 ya) (2 ey eyz)
= [y, z](z7 'y wy)
[, 4], ).

= [0(2), o(y)].
0

O lema a seguir nos mostra uma relacao direta entre o grupo quociente e o sub-
grupo derivado. Tal resultado tem forte relacao com a a solubilidade de um grupo como

definiremos na subsecao seguinte.

Lema 3.1.4. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. FEntdo, o grupo quociente
G/H ¢ abeliano se e somente se G C H.
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Demonstragao. Assumindo que G/H é abeliano, entdo para quaisquer z,y € G

xHyH = yHxH << o 'Hy 'HxHyH = H
s o lytayH = H
& [z,y]H=H
& |zyl € H
&G e .

O

Definicao 3.1.5. Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo caracteristico se
o(H) = H para todo automorfismo ¢ : G — G. Para indicar que H € subgrupo caracte-

ristico de G escrevemos H car G.

Todo subgrupo caracteristico ¢ em particular um subgrupo normal. Tal observacao
pode ser demostrada levando em consideragao que a conjugacao por um elemento fixo é

um automorfismo, a saber

Inm,: G — G

T cflxa.

Assumindo que H é um subgrupo caracteristico, entao para todo h € H, a~*ha € H.
Tal raciocinio pode ser estendido a qualquer elemento de G, portanto a 'Ha C H, V
a € (G e isso ocorre se, e somente se H JG.

Se ¢ : G — G é um automorfismo e H um subgrupo caracteristico de G, entao a
restricao de ¢ a H é um automorfismo de H. Desta observacao segue facilmente que se
K car H e H car GG, entao K car G.

Proposicao 3.1.6. Seja H um subgrupo de um grupo G. Se H € caracteristico em G
entio H também é caracteristico em G. Em particular, G™ ¢é caracteristico em G, para

todo inteiro positivo n.

Demonstracio. Seja H car G e H = ([h,g]) com h,g € H. Como, por defini¢do de homo-
morfismo, ¢([a,b]) = [¢(a), d(b)], e todo elemento de H e um produto de comutadores,

temos que

/

o(([h, g1)) = ([o(R), 6(g)]) = H .

A segunda afirmacao segue trivialmente.
]

A proposicao anterior nos garante que a série derivada G > G > G® > ... > G,
é uma cadeia normal. Por outro lado, o Lema 3.1.4 garante que os fatores dessa série sao

abelianos.
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3.2 Grupos Soluaveis

Definicao 3.2.1. Um grupo G diz-se soluvel se contém uma cadeia de subgrupos
{1} =G <G < <G, =G

tal que cada subgrupo G;_1 € normal em G; e o grupo quociente G;/G;_1, 1 > i >n, é
abeliano.

Uma cadeia de subgrupos de G com a propriedade G;_1 < G; chama-se uma série
subnormal de G e os quocientes respectivas chamam-se os fatores da série. Quando todos

os fatores sao abelianos dizemos que a série € uma série subnormal abeliana.
A seguir, enunciaremos alguns exemplos de grupos soliveis.
Exemplo 3.2.2. Todo grupo abeliano é solivel.
De fato, {1} < G é uma série subnormal com fatores abelianos.
Exemplo 3.2.3. S35 ¢ solivel.

A série {1} < A3 < S5 ¢ uma série subnormal com fatores abelianos. De fato, {1} <1A;
e como [S3: Az] =2 logo A3 <.S5. Por fim, Az é isomorfo a Zs e S3/A3 é isomorfo a Zs,

portanto S3/As é abeliano.
Exemplo 3.2.4. S, ¢ solivel.

Considerando H = {e, (12)(34), (13)(24),(14)(23)}. A4 é normal em Sy pelo fato
de [Sy : Ay] = 2 e H é normal em A, pelo fato da agdo por conjugacdo preservarem
a estrutura ciclica das permutagdes. Desse modo, {1} < H < A, < S, é uma série

subnormal com fatores abelianos.
Exemplo 3.2.5. Todo p-grupo finito é solivel.

Seja G um grupo tal que |G| = p™. Vamos demostrar a afirmacao por indugao em n.

Se n = 0, o resultado segue trivialmente. Agora, supondo que |G| = p" e o resultado
é valido para n — 1.

Sabemos pelo corolério 1.5.5 que o centro de G possui mais de um elemento, portanto

G

existe um elemento z pertencente ao centro de G cuja |z| = p. Desda forma, || = pt

e por hipotese de indugao existe

<z> Go Gy G
{1} = < <o < =
<z> <z> <z > <z >
Gip1/<z>

G| = D Pelo teorema da

correspondéncia cada G; é um subnormal que contém < z >.

uma série subnormal com fatores abelianos, onde cada
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Segue do teorema do isomorfismo que

Giy1/ <z > EGiJrl
G/ <z> G’

de onde segue que

{1}:G0§G1§“'§Gt:G
é uma série subnormal com fatores abelianos.
Exemplo 3.2.6. Todo grupo G de ordem pq, p e q primos distintos € solivel.

Pelo Teorema de Sylow existe P < G tal que |P| = p. Temos que o namero de p-
subgrupos de sylow de G seréa congruente a 1 modulo q e g divide o niimero de p-subgrupos
de Sylow de (G, assim como ¢ é um primo temos que o numero de p-subgrupos de Sylow

seréd igual a 1. Logo, P < G, assim
(1}<P<G

¢ uma série normal com fatores abelianos, portanto G é solivel.

O préximo teorema nos da uma caracterizagao dos grupos soltveis em termos da
série derivada. Como visto no teorema 3.1.4, o subgrupo derivado necessariamente precisa
estéd contido no primeiro subgrupo da série subnormal de um grupo solavel. O préximo
resultado, no sentido oposto da série subnormal, nos mostra que o fato da série derivada

se encerrar é condigao necessaria e suficiente para a normalidade de um grupo.

Teorema 3.2.7. Um grupo € solivel se e somente se sua série derivada termina, isto €,

se existe um inteiro positivo n tal que G™ = {1}.

Demonstragdo. Se existir um n natural tal que G = {1}, entdo
G>G >G®>...>qgm = {1}

é uma série subnormal com fatores abelianos.

Se G é soluvel, existe uma série subnormal abeliana

Como cada G;/G;_, ¢ abeliano, pelo Lema 3.1.4 segue que G® < G;,1 > i > n. Logo,
em particular G = {1}. O

Corolario 3.2.8. Subgrupos de grupos soliveis sao soluveis.

Demonstragao. Seja

G=Gy,>G >--->G,={1},
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uma série subnormal de G. Considere a série

segue que,
HﬂGi_H = (HﬂGz) ﬂGH_l Sl HﬂGZ\V/Z = 1,...,n.

Pelo segundo Teorema do Isomorfismo, temos que

HNG, HNG  GnHNG) _ G

HNGi1 (HNG)NGiy Git = Gip

Como G;/G;;1 é abeliano G;1(H N Gy1)/Giyq também é abeliano; Logo

¢ uma série subnormal com fatores abelianos, logo H ¢é soluvel. O]

Lema 3.2.9. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se ambos H e G/H sdo

soluveis entdo G € soluvel.

Demonstra¢ao. Como G/H é soluvel, pelo Teorema 3.2.7, existe um n natural tal que
(G/H)™ = {1}. Portanto G™ < H. Da mesma forma, como H é solivel existe um m

natural tal que H™ = {1}. Assim,

G < H
Gvm) < f(m) — {1},

logo G é solavel.
O

O préximo teorema nos da uma caracterizagao dos grupos soliiveis a partir da série
de composicao, que mostra, semelhante aos grupos abelianos finitos, os grupos soltuveis
podem ser vistos a partir de extensoes de grupos ciclicos de ordem prima comprovando a

proximidade desses dois objetos.

Teorema 3.2.10. Um grupo soluvel finito G contém uma série subnormal abelina cujos

fatores sao todos ciclicos de ordem prima.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar o teorema por indu¢do na ordem de G. Se |G| = 1
nao héa nada a se provar. Seja G um grupo solivel de ordem n e suponha que o resultado
vale para todo grupo solivel com ordem menor que |G|. Se n for um ntmero primo o
resultado segue trivialmente ja que {1} < G é uma série subnormal com fatores ciclicos

de ordem prima.
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Se GG é soluvel e nao é de ordem prima, entao G possui pelo menos um subgrupo
normal N nao trivial. Como N e G/N possuem ordem menor que G segue, da hipotese

de indugao, que ambos possuem uma série subnormal com fatores ciclicos de ordem prima.
Denotando G = G/N, sejam

(1} <Np<--<Np=N

{1} <Gy<--- <G, =G

séries subnormais abelianas, com fatores ciclicos de ordem prima, para N e G respectiva-
mente.

O Teorema do isomorfismo garante que

52-_1 Gi-1/N - Gia’

e o Teorema da Correspondéncia garante que N < G;, com ¢ =0,....,m — 1.

Assim a cadeia
{}=No<M <+ <Ny,=N=Go<--<G,=GC

¢ uma série subnormal abeliana para G' com fatores ciclicos de ordem prima demostrando
o resultado.
]
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