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RESUMO

Desde o princípio da teoria de grupos, os pesquisadores tem voltado sua atenção em
entender a relação entre polinômios e o grupo de permutações das suas raízes. Problemas
desse tipo induziram o estudo da solução de equações polinomiais mediante a radicais, as
quais foram profundamente estudadas por Galois garantindo que uma equação polinomial
é resolúvel por meio de radicais se, e somente se, o grupo de Galois associado a tal
equação for solúvel. Esse resultado gerou interesse nessa classe de grupos criando novas
interpretações e aproximações a esse objeto de estudo.

Atualmente a classe dos grupos solúveis de comprimento derivado menor ou igual
a d, pode ser entendida como uma classe muito próxima à classe de grupos abelianos.
A medida em que o d se faz menor, um grupo com comprimento derivado d está mais
"próximo"de ser abeliano.

Lembremos que um grupo se diz solúvel se o mesmo possui uma série subnormal
com fatores abelianos. Quanto menor o comprimento dessa série, menor a quantidade de
extensões entre grupos abelianos deve ser feita para obtermos o grupo em questão.

Dada a importância da classe dos grupos solúveis, apresentaremos nesse trabalho
uma caracterização dos grupos solúveis finitos a partir da série derivada e da série de
composição, mostrando que os grupos solúveis possuem uma caracterização semelhante a
caracterização dos grupos abelianos, evidenciando a proximidade desses objetos.

Palavras-chave: Teoria de grupos, Grupos Abelianos, Grupos Solúveis.



ABSTRACT

Since the beginning of group theory, researchers have focused their attention on un-
derstanding the relationship between polynomials and the group of permutations of their
roots. Problems of this type led to the study of the solution of polynomial equations using
radicals, which were deeply studied by Galois, ensuring that a polynomial equation is sol-
vable using radicals if, and only if, the Galois group associated with such an equation is
soluble. This result generated interest in this class of groups, creating new interpretations
and approaches to this object of study.

Currently, the class of soluble groups with derived length less than or equal to d can
be understood as a class very close to the class of abelian groups. As d becomes smaller,
a group with derived length d is "closer"to being abelian.

Let us remember that a group is said to be soluble if it has a subnormal series with
abelian factors. The shorter the length of this series, the fewer extensions between abelian
groups must be made to obtain the group in question.

Given the importance of the class of soluble groups, in this work we will present a
characterization of finite soluble groups based on the derived series and the composition
series, showing that the soluble groups have a characterization similar to the characteri-
zation of abelian groups, highlighting the proximity of these objects.

Keywords: Theory of Groups, Abelian Groups, Solvable Groups.
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Introdução

Muitos dos estudos em teoria de grupos são baseados no fato da operação do grupo
não ser abeliana. Quando nos restringimos a grupos finitos e finitamente gerados pos-
suímos uma caracterização completa dos grupos abelianos, apresentaremos no segundo
capitulo desse trabalho a caracterização dos grupos abelianos finitos. Dado que os grupos
abelianos estão amplamente caracterizados temos muito interesse em grupos não-abelianos
tornando-se natural o estudo de classes de grupos definidos pensando em quão perto estão
da classe de grupos abelianos.

Buscando se aproximar do conceito de grupos abelianos, um primeiro passo é pensar
em grupos que são extensão de um grupo abeliano por outro abeliano, em outras palavras,
um grupo G que possui um subgrupo normal abeliano H tal que o grupo quociente G/H é
também abeliano. Esses grupos são chamados de metabelianos, e desde um ponto de vista
(do comprimento derivado) podem ser vistos como muito próximos de serem abelianos.

Desejando seguir com essa ideia, podemos pensar em extensões de um metabeliano
com um grupo abeliano e, generalizando recursivamente esse processo, chegamos a formu-
lação da definição de grupo solúvel. O conceito de grupo solúvel é um dos mais antigos
na teoria de grupos sendo introduzido por E. Galois no começo do século XIX quando
o mesmo estudava o problema de resolver equações algébricas mediante radicais, onde a
cada equação era associado um grupo e esta era resolúvel mediante radicais se, e somente
se, o grupo associado fosse solúvel.

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo apresentar uma caracterização dos
grupos solúvel finitos tomando como base o trabalho do C. Polcino Miles [2] . No pri-
meiro capitulo apresentaremos definições preliminares da teoria básica de grupos, que
servirão como base para este trabalho. Em seguida, no segundo capítulo exibiremos uma
caracterização para os grupos abelianos finitos. Por fim, o terceiro capitulo contem os
principais resultados a respeito de grupos solúveis dando uma caracterização em termos
da série derivada e uma caracterização dos grupos solúveis finitos em termos da série de
composição.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos os resultados chaves estudados em um curso de Fun-
damentos de Álgebra que servirão como base para este trabalho . Devido o caráter intro-
dutório algumas demonstrações serão omitidas podendo ser consultadas em [1, 2, 3, 4, 5].

Iniciaremos com o conceito de grupo, estrutura que é a base desse trabalho, e apresen-
tando algumas propriedades inicias. Em sequência, definiremos um subgrupo e exibiremos
resultados imediatos a partir da sua definição.

1.1 Grupos e Subgrupos

Definição 1.1.1. Se G é um conjunto não vazio, uma operação binária sobre G é uma
função

· : G×G → G

(x, y) 7→ x · y

Tanto a imagem quanto a função podem ser denotadas de distintas formas. Neste
trabalho utilizaremos a notação multiplicativa onde a operação será denotada por "·"e a
imagem do par (x, y) será denotada por x.y ou xy.

Definição 1.1.2. Um Grupo é um conjunto G não vazio munido de uma operação binaria,
(G, ·), que satisfaz as propriedades

I) Associativa: Para todo a, b, c ∈ G temos que (ab)c = a(bc).

II) Existência de elemento neutro: ∃ e ∈ G tal que ∀ a ∈ G ea = ae = a.

III) Existência de inversos: ∀ a ∈ G ∃ a−1 ∈ G tal que aa−1 = a−1a = e.

Definição 1.1.3. Um Grupo se diz abeliano ou comutativo quando satisfaz a seguinte
propriedade:
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IV) Comutativa:
∀ a, b ∈ G temos que ab = ba.

Proposição 1.1.4. O elemento neutro em um Grupo G é único.

Demonstração. Sejam e, e elementos neutros de G, então e = ee. Usando o fato de que e

é elemento neutro temos que ee = e, logo e = e.

Proposição 1.1.5. Seja G um grupo, para cada a ∈ G o elemento inverso de a (a−1) é
único.

Demonstração. Sejam b e b′ inversos de a em G, então ba = ab = e = b′a = ab′, logo
b = be = bab′ = eb′ = b′.

Proposição 1.1.6. Seja G um grupo, e a, b, x ∈ G, então:

I) ax = bx ⇒ a = b.

II) xa = xb ⇒ a = b.

Demonstração. Observe que I) e II) podem serem provadas analogamente. Apresentamos
aqui a prova de I).
Dado um x ∈ G, existe x−1 ∈ G, assim

axx−1 = bxx−1 ⇒ ae = be ⇒ a = b.

Proposição 1.1.7. Seja G um grupo, então:

I) b ∈ G e bb = b ⇒ b = e.

II) ∀ a ∈ G (a−1)−1 = a.

III) ∀ a, b ∈ G temos que (ab)−1 = b−1a−1.

Demonstração. a
I) Se b = bb ⇒ b−1b = b−1b ⇒ e = b.
II) (a−1)−1a−1 = e , mas aa−1 = e, pela Proposição 1.1.5 temos, enfim, que (a−1)−1 = a.
III) (ab)b−1a−1 = a(bb−1)a−1 = aea−1 = aa−1 = e, logo (ab)−1 = b−1a−1.

Definiremos agora o conceito de grupo finito.
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Definição 1.1.8. Quando o conjunto G associado ao grupo tem cardinalidade (ou ordem)
finita dizemos que o grupo é um grupo finito, caso contrario, dizemos que (G, ·) é um grupo
infinito.

Definição 1.1.9. Dizemos que a ordem de um elemento x em um grupo G, denotada por
|x|, é o menor número inteiro n tal que xn = e, quando esse número não existe dizemos
que este elemento possui ordem infinita.

Teorema 1.1.10. Seja G um grupo e a um elemento de G de ordem n, então:

i) ak = e se, e somente se, n divide k.

ii) ai = aj se, e somente se, i ≡ j (mod n)

Demonstração. i) Supondo que ak = e, pelo algorítimo da divisão existem únicos q e r

inteiros tais que k = nq + r com 0 ≤ r < n assim,

e = ak = anq+r = (an)qar = eqar = ar

o que implica r = 0 devido |a| = n.
Supondo que n divide k, então k = nq, portanto

ak = anq = (an)q = eq = e.

A demostração de ii) é uma aplicação direta de i).

Antes de introduzimos a noção de subgrupo vamos falar sobre um subconjunto de
um grupo ser fechado para a operação do grupo.

Seja G um grupo e H um subconjunto não vazio de G, dizemos que H é fechado para
operação de G se para todo a, b pertencentes a H, ab também pertence a H, isto é, a
operação binária de G restrita ao conjunto H também é uma operação binária em H.

Definição 1.1.11. Seja G um grupo e H um subconjunto não vazio de G. Se H é um
grupo com a operação de G ( restrita a H), então H é dito um subgrupo de G, denotamos
essa relação entre H e G por H ≤ G.

Os exemplos mais imediatos de subgrupos de um grupo G são o próprio grupo G e
o conjunto unitário cujo único elemento é o elemento neutro de G, esses exemplos são
chamados de subgrupos triviais.

Teorema 1.1.12. Sejam G um grupo e H um subconjunto não vazio de G. H será um
subgrupo de G se, e somente se, H for fechado para operação de G e para todo a ∈ H,
a−1 ∈ H.
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Demonstração. ⇒ O fato de H ser um grupo com a operação de G garante que H é
fechado para operação de G e que todo elemento de H possui inversos em H.
⇐ Seja H um subconjunto de G diferente de vazio tal que

I) ∀ a, b ∈ H ab ∈ H.

II) ∀ a ∈ H a−1 ∈ H.

Como H é diferente de vazio, exite a ∈ H. Pela hipótese II), a−1 ∈ H e pela hipótese I)
temos que aa−1 ∈ H e aa−1 = eG ∈ H. Logo H tem elemento neutro. A associatividade
em H vem do fato de G ser um grupo. Por fim, II) garante a existência de inversos em
H, portanto H é um grupo com a operação de G.

Definição 1.1.13. Se G é um grupo e a ∈ G, seja ⟨a⟩ o conjunto de todas as potencias
inteiras de a, a saber ⟨a⟩ = {an: n ∈ Z}. Dizemos que G é um grupo cíclico se ⟨a⟩ = G.

Teorema 1.1.14. Todo subgrupo de um grupo cíclico é também cíclico.

Demonstração. Consultar [3].

1.2 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Vamos agora definir uma relação sobre um grupo G nos valendo de um subgrupo
dado, com o intuito de construir novos grupos a partir dela.

Definição 1.2.1. Seja (G, ·) um grupo e H ≤ G, dizemos que a ≡ b (mod H) se ab−1 ∈ H.
Denotaremos tal relação como ≡H .

Vamos mostrar que ≡H é uma relação de equivalência em G. Com efeito,

I) ∀g ∈ G gg−1 = e ∈ H ⇒ g ≡ g(modH).

II) Sea
a ≡ b(modH) ⇒ ab−1 ∈ H

⇒ (ab−1)−1 ∈ H

⇒ ba−1 ∈ H

⇒ b ≡ a(modH).

III) Sea
a ≡ b(modH) e b ≡ c(modH) ⇒ (ab−1) ∈ H e (bc−1) ∈ H

⇒ (ab−1)(bc−1) ∈ H

⇒ ac−1 ∈ H

⇒ a ≡ c(modH).

14



Proposição 1.2.2. Se a ∈ G, então a classe de equivalência determinada por a via ≡H ,
a, é o conjunto Ha = {ha/h ∈ H}.

Demonstração. Seja ha ∈ Ha, desta forma a(ha)−1 = aa−1h−1 = h−1 ∈ H ⇒ a ≡H ha,
assim ha pertence a classe de equivalência de a. Portanto, Ha ⊂ a. Agora, seja b ∈ a,
temos que ab−1 ∈ H ⇒ ab−1 = h, para algum h ∈ H. Assim, h−1a = b, portanto b ∈ Ha.
Desta forma, a ⊂ Ha, logo Ha = a.

Definição 1.2.3. Para cada a ∈ G, a classe de equivalência Ha definida pela relação ≡H

é chamada classe lateral à direita, módulo H, determinada por a.
Ainda, G/≡H = {Hx | x ∈ G} é o conjunto de todas as classes laterais distintas de
G.

Uma consequência imediata da proposição anterior é que o conjunto das classes late-
rais à direita, módulo H, determina uma partição em G, ou seja:

a) Se a ∈ G, então Ha ̸= ∅;

b) Se a, b ∈ G, então aH = bH ou aH ∩ bH = ∅;

c) A união de todas as classes laterias é igual a G.

Definição 1.2.4. Seja H um subgrupo de G. O índice de H em G (denotado por [G : H])
é definido como o número de classes laterais à direita de H em G.

O teorema que enunciaremos a seguir é fundamental pois limita a construção de
subgrupos.

Teorema 1.2.5. (Teorema de Lagrange) Seja H um subgrupo de um grupo finito G.
Então |H| divide |G|.

Demonstração. Definindo em G a relação de equivalência ≡ (mod H) segue que o conjunto
S das classes laterais de H em G é finito. Supondo |S| = n e S = {Hx1, Hx2, ..., Hxn},
assim

G = Hx1 ∪Hx2 ∪ · · · ∪Hxn

união disjunta, portanto

|G| = |Hx1|+ |Hx2|+ · · ·+ |Hxn|

Afirmando que |G| = n|H| ( e isto demonstra o teorema). De fato, basta mostrarmos que
|Hxi| = |H|, ∀ i, 1 ≤ i ≤ n.
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Seja
f : H → Hxi, 1 ≤ i ≤ n

h 7→ hxi

uma função. A função f é evidentemente sobrejetora, além disso se f(h) = f(h′) tem-se
hxi = h′xi ⇒ h = h′, ou seja, f é bijetiva e portanto |H| = |Hxi| ∀i, 1 ≤ i ≤ n, como
queríamos demonstrar.

Corolário 1.2.6. Seja G um grupo finito. Então a ordem de um elemento g ∈ G divide
a ordem de G.

Demonstração. A demonstração deste corolário consiste em lembrar que |g| = | ⟨g⟩ | e o
teorema de Lagrange nos garante que a ordem deste subgrupo divide a ordem do grupo.

Uma consequência imediata deste teorema é o seguinte resultado que caracteriza os
grupos de ordem prima.

Teorema 1.2.7. Todo grupo de ordem p, com p um número primo, é cíclico.

Demonstração. Seja a um elemento de G diferente do elemento neutro. A ordem de ⟨a⟩
divide a ordem de G, pelo Teorema de Lagrange, mas como a ordem de G é igual a um
número p primo então |⟨a⟩| = p, deste modo ⟨a⟩ = G.

1.3 Subgrupo normal, Grupos Quocientes e Homomor-

fismos

Com o intuito de estudar novos exemplos de grupos focamos nossa atenção para os
grupos quocientes. Com isso em mente, definimos abaixo um tipo especial de subgrupo.

Definição 1.3.1. Um subgrupo N de um grupo G é chamado subgrupo normal se, para
todo x ∈ G, vale a igualdade xN = Nx, equivalentemente o conjunto xNx−1 = {xnx−1|n ∈
N} coincide com N . Ou seja, a classe lateral à direita é igual a classe lateral à esquerda.
Denotaremos N ⊴G para dizer que N é normal em G.

Definição 1.3.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O grupo quoci-
ente de G por N é o grupo dado pelo conjunto quociente G/N , induzido pela relação de
equivalência congruência módulo N (≡N), e a operação binaria

· : G/N ×G/N −→ G/N

(Ng,Nh) 7−→ Ng ·Nh = Ngh

16



Definição 1.3.3. Sejam (G, ·) e (H, ∗) grupos e f uma função f : G → H, dizemos que
f é um homomorfismo de grupos se para todo a, b ∈ G

f(a · b) = f(a) ∗ f(b).

A definição acima nos permite interpretar um homomorfismo de grupos como uma
função que respeita a operação dos grupos associados.

Proposição 1.3.4. Seja f : G → H um homomorfismo de grupos, então

I) f(eG) = eH .

II) Para todo g ∈ G, f(g−1) = f(g)−1.

Demonstração. oi

I) Como eG é o elemento neutro de G e f é um homomorfismo de grupos temos que
f(eG) = f(eG · eG) = f(eG) · f(eG), logo pela Proposição 1.1.7 f(eG) = eH .

II) Ao operar f(g) com f(g−1) obtemos que f(g) · f(g−1) = f(gg−1) = f(eG) = eH ,
logo f(g−1) = f(g)−1.

Definição 1.3.5. Seja f : G → H um homomorfismo de grupos. O núcleo de f , denotado
por ker(f), é o conjunto ker(f) = {g ∈ G/f(g) = eH} e a imagem de f , denotada por
Im(f), é o conjunto Im(f) = {f(g)/g ∈ G}.

Teorema 1.3.6. Seja f : G → H um homomorfismo de grupos. Temos que Im(f) ≤ H

e ker(f)⊴G.

Demonstração. Provaremos primeiro que Im(f) ≤ H. Pela Proposição 1.3.4 temos que
eH ∈ Im(f). Seja f(g) ∈ Im(f), como G é um grupo vai existir g−1 e como f é um
homomorfismo temos que f(g−1) = (f(g))−1, logo Im(f) é fechado para inversos. Sejam
f(g), f(h) ∈ Im(f), como f é um homomorfismo temos que f(g)f(h) = f(gh) ∈ Im(f),
assim Im(f) é fechado logo é um subgrupo de H.

Agora provaremos que ker(f)⊴G. Sejam a, b ∈ ker(f), então f(ab) = f(a)f(b) = eH ,
portanto ab ∈ ker(f) logo ker(f) é fechado. Se a ∈ ker(f) então f(a−1) = (f(a))−1 =

(eH)
−1 = eH , assim ker(f) é fechado para inversos logo é um subgrupo de G. Ainda,

temos que para a ∈ ker(f), f(gag−1) = f(g)f(a)f(g−1) = f(g)(f(g))−1 = eH ∀g ∈ G.
Assim, gag−1 ∈ ker(f) ∀g ∈ G, logo ker(f)⊴G.

Teorema 1.3.7. Um homomorfismo de grupos ϕ : G → H é injetivo se, e somente se,
ker(ϕ) = {eG}.
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Demonstração. Como ϕ é um homomorfismo de grupos temos que ϕ(eG) = eH . Supondo
que ϕ é injetivo, se a ∈ ker(ϕ) ⇒ ϕ(a) = eH , portanto pela injetividade de ϕ temos que
a = eH , logo ker(ϕ) = {eG}.

Supondo que ker(ϕ) = {eG}, se ϕ(a) = ϕ(b) ⇒ ϕ(a)(ϕ(b))−1 = eH ⇒ ϕ(ab−1) =

eH ⇒ ab−1 ∈ ker(ϕ), mas, por hipótese, ker(ϕ) = {eG}, portanto ab−1 = eG ⇒ a = b,
logo ϕ é injetivo.

Definição 1.3.8. Um isomorfismo de grupos é um homomorfismo de grupos bijetor.
Quando existe um isomorfismo entre dois grupos G e H dizemos que G é isomorfo a
H e denotamos G ∼= H

O isomorfismo é uma relação entre grupos importante na teoria de grupos porque
nos permite comparar grupos. Dizer que dois grupos são isomorfos é dizer que os dois
possuem a mesma estrutura.

Teorema 1.3.9. (Primeiro teorema do isomorfismo) Seja f : G → H um homomorfismo
de grupo. Então o quociente G/ker(f) é isomorfo a Im(f).

Demonstração. Chamemos K = ker(f) e considere a função f induzida por f

f : G/K → Im(f)

gK 7→ f(g)

Verificaremos se f está bem definida. Seja x ∈ gK. Logo, xK = gK e portanto é
necessário que f(x) = f(g). Como x ≡K g, segue que xg−1 = h, para algum h ∈ K.
Logo x = hg, portanto f(x) = f(hg) = f(h) · f(g) = eH · f(g) = f(g), assim f está bem
definida.

Vejamos agora que f é um homomorfismo. Sejam xK, gK ∈ G/Ker(f), temos que
f(xK · gK) = f(x · gK) = f(x · g) = f(x) · f(g) = f(xK) · f(gK), portanto f é um
homomorfismo.

Verificaremos que f é sobrejetora. Seja h ∈ Im(f), logo existe g ∈ G tal que f(g) = h.
Seja gK ∈ G/K, temos f(gK) = f(g) = h, portanto f é sobrejetora.

Por fim verificamos que f é injetora. Sejam gK, hK ∈ G/K, tal que f(gK) = f(hK).
Logo f(g) = f(h), portanto f(gh−1) = eH logo gh−1 ∈ K assim gK = hK.

Corolário 1.3.10. (Segundo Teorema do Isomorfismo) Se K e N são subgrupos de um
grupo G, com N normal em G, então K/(N ∩K) ∼= NK/N .

Demonstração. Definindo a função

ϕ : K → NK/N

k 7→ Nk.
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Dados k, r ∈ K, temos que

ϕ(kr) = Nkr = NkNr = ϕ(k)ϕ(r),

portanto, ϕ é um homomorfismo.
Seja Na ∈ NK/N , logo existem n ∈ N e k ∈ K tais que a = nk assim,

Na = Nnk = Nk = ϕ(k)

desta forma, ϕ é sobrejetora.
Ainda, temos que ker(ϕ) = {k ∈ K|ϕ(k) = Nk = N} = {k ∈ K|k ∈ N}, o que implica
ker(ϕ) = K ∩N . Logo, pelo primeiro teorema do isomorfismo,

K/K ∩N ∼= NK/N.

Corolário 1.3.11. (Terceiro Teorema do Isomorfismo) Se H e K são subgrupos nor-
mais de um grupo G tal que K ≤ H, então H/K é um subgrupo normal em G/K e
(G/K)/(H/K) ∼= G/H.

Demonstração. Definindo a função,

ϕ : G/K → G/H

Kg 7→ Hg.

Temos que ϕ é claramente sobrejetora, e mais, ker(ϕ) = {Kg ∈ G/H | ϕ(Kg) = H},
portanto ker(ϕ) = {Kg | g ∈ H} o que implica ker(ϕ) = H/K. Logo, H/K é um
subgrupo normal de G/K e pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos que

G/K

H/K
∼=

G

H
.

Definição 1.3.12. Seja ϕ : G → G
′ um homomorfismo de grupos e H ≤ G, H ′ ≤ G

′.
Definimos o conjunto imagem de H por ϕ como ϕ(H) = {ϕ(h) |h ∈ H} e o conjunto
imagem inversa de H

′ por ϕ como ϕ−1(H
′
) = {g ∈ G |ϕ(g) ∈ H

′}.

Teorema 1.3.13. (Teorema da Correspondência) Seja ϕ : G → G
′ um homomorfismo de

grupos sobrejetor. Então:

i) Se H ≤ G ⇒ ϕ(H) ≤ G
′;

ii) Se H
′ ≤ G

′ ⇒ ϕ−1(H
′
) ≤ G e ker(ϕ) ⊂ ϕ−1(H

′
);
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iii) Se H ⊴G ⇒ ϕ(H)⊴G
′
;

iv) Se H
′
⊴G

′ ⇒ ϕ−1(H
′
)⊴G;

v) Se H ≤ G e ker(ϕ) ⊂ H ⇒ ϕ−1(ϕ(H)) = H;

vi) Se H
′ ≤ G

′ ⇒ ϕ(ϕ−1(H
′
)) = H

′
;

vii) A função H 7→ ϕ(H) é uma correspondência bijetora entre a família de subgrupos de
G que contém o ker(ϕ) e a família de todos os subgrupos de G

′. Subgrupos normais
de G correspondem a subgrupos normais de G

′.

Demonstração. a

i) Claramente ϕ(H) ̸= ∅ dado que ϕ(0) ∈ ϕ(H). Sejam ϕ(h), ϕ(h
′
) ∈ ϕ(H), então

ϕ(h)ϕ(h
′
) = ϕ(hh

′
) ∈ ϕ(H), assim ϕ(H) é fechado. Agora, seja ϕ(h) ∈ ϕ(H) logo

ϕ(h−1) = ϕ(h)−1 com h−1 ∈ H ⇒ ϕ(h)−1 ∈ ϕ(H) , assim ϕ(H) é fechado para
inversos, logo ϕ(H) é um subgrupo de G

′ ;

ii) Claramente ϕ−1(H ′) ̸= ∅. Sejam a, b ∈ ϕ−1(H
′
), então ϕ(a), ϕ(b) ∈ H

′ . Temos que,
ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab) ∈ H

′ , assim ϕ−1(H
′
) é fechado. Também, dado a ∈ ϕ−1(H ′) temos

que ϕ(a) ∈ H ′ logo ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 ∈ H ′ ⇒ ϕ−1(H
′
) é fechado para inversos assim

ϕ−1(H ′) é um subgrupo de G. Se h ∈ ker(ϕ) ⇒ ϕ(h) = eG′ ∈ H
′ ⇒ ϕ(h) ∈ H

′ ⇒
h ∈ ϕ−1(H

′
), logo ker(ϕ) ⊂ ϕ−1(H

′
);

iii) Seja h ∈ H, como H ⊴ G temos que g−1hg ∈ H ∀ g ∈ G. Desta forma, ϕ(g−1hg) ∈
ϕ(H), assim temos que ϕ(g−1)ϕ(h)ϕ(g) ∈ ϕ(H), logo pela sobrejetividade de ϕ temos
ϕ(H)⊴G

′ ;

iv) Seja ϕ(h) ∈ H
′ , como H

′
⊴G

′ então (ϕ(g))−1ϕ(h)ϕ(g) ∈ H
′ ∀ϕ(g) ∈ G

′ . Desta forma
(ϕ(g))−1ϕ(h)ϕ(g) = ϕ(g−1hg) ∈ H

′ ⇒ g−1hg ∈ ϕ−1(H
′
)∀ g ∈ G, logo ϕ−1(H

′
)⊴G;

v) Seja x ∈ ϕ−1(ϕ(H)) ⇒ ϕ(x) ∈ ϕ(H). Desta forma, ϕ(x) = ϕ(h) para algum h ∈ H.
Assim, ϕ(x)(ϕ(h))−1 = eG′ ⇒ ϕ(xh−1) = eG′ ⇒ xh−1 ∈ kerϕ ⊂ H e por fim
x = (xh−1)h ∈ H ⇒ x ∈ H, logo ϕ−1(ϕ(H)) ⊂ H. Por ultimo, se h ∈ H ⇒ ϕ(h) ∈
ϕ(H) ⇒ h ∈ ϕ−1(ϕ(H)) ⇒ H ⊂ ϕ−1(ϕ(H)), logo ϕ−1(ϕ(H)) = H;

vi) Se y ∈ ϕ(ϕ−1(H
′
)) ⇒ y = ϕ(x), para algum x ∈ ϕ−1(H

′
) ⇒ ϕ(x) ∈ H

′ ⇒ y ∈ H
′ ⇒

ϕ(ϕ−1(H
′
)) ⊂ H

′ . De forma análoga, se h
′ ∈ H

′ ⇒ h
′
= ϕ(x) para algum x ∈ G,

pois ϕ é sobrejetora, ⇒ x ∈ ϕ−1(H
′
) ⇒ ϕ(x) ∈ ϕ(ϕ−1(H

′
)) ⇒ h

′ ∈ ϕ(ϕ−1(H
′
)), logo

H
′ ⊂ ϕ(ϕ−1(H

′
));

vii) Seja H ≤ G tal que kerϕ ⊂ H, assim pelo item i) ϕ(H) ≤ G
′ e pelo item v)

ϕ−1(ϕ(H)) = H, assim H 7→ ϕ(H) é injetora. Seja H
′ ≤ G

′ . Pelo item ii) ϕ−1(H
′
) ≤
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G e kerϕ ⊂ ϕ−1(H
′
) e pelo item vi) ϕ(ϕ−1(H

′
)) = H

′ , de onde segue que H 7→ ϕ(H)

é sobrejetora, logo bijetora. A segunda afirmação segue dos itens iii) e iv).

Corolário 1.3.14. Se N é subgrupo normal de um grupo G, então cada subgrupo de G/N

é da forma K/N onde K é um subgrupo de G que contém N . Ainda mais, K/N é normal
em G/N se, e somente se, K for normal em G.

Demonstração. Considere o homomorfismo canônico π : G → G/N , dado por π(g) = gN .
Temos que kerπ = {g ∈ G | π(g) = gN = N} ⇒ kerπ = N . Seja K

′ ≤ G/N , pelo
Teorema da Correspondência existe um subgrupo K de G contendo N tal que K

′
=

π(K) = K/N. Ainda pelo teorema da Correspondência K ⊴ G se, e somente se, K/N ⊴

G/N .

1.4 Ação de Grupos

Definição 1.4.1. Uma ação de um grupo sobre um conjunto é uma função

∗ : G×M → M

(g,m) 7→ g ∗m

tal que

i) eG ∗ x = x ∀ x ∈ M

ii) (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) ∀ x ∈ M e g1, g2 ∈ G.

Quando tal ação é dada dizemos que G age em M.

Definição 1.4.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma ação

H ×G → G

(h, g) 7→ hg

dizemos que h ∈ H é uma translação (esquerda) de G.

Definição 1.4.3. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma ação

H ×G → G

(h, g) 7→ gh = hgh−1

é chamada de conjugação por h, e o elemento hgh−1 é dito o conjugado de g.

Teorema 1.4.4. Seja G um grupo que age sobre um conjunto M , temos que
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i) A relação em M definida por
x ∼ y ⇔ gx = y

para algum g ∈ G, é um relação de equivalência.

ii) Para cada x ∈ M Gx = {g ∈ G : gx = x}, é um subgrupo de G.

Demonstração. i) Vamos, inicialmente, demostrar que a relação definida acima é uma
relação de equivalência. Temos que x ∼ x ⇔ gx = x, para algum g ∈ G. Em
particular, tomemos g = eG, portanto eGx = x ⇒ x ∼ x,∀x ∈ M. Agora,

x ∼ y ⇔ gx = y

operando g−1 em ambos os lados, obtemos

gx = y

ou seja,
x = g−1y ⇒ y ∼ x.

Por fim, se x ∼ y e y ∼ z, implica que gx = y e g1y = z, com g, g1 ∈ G. Logo

g1gx = z ⇒ x ∼ z.

ii) Agora vamos mostrar que Gx é um subgrupo de G. Temos que, eGx = x, ∀ x ∈ M,

portanto eG ∈ Gx. Sejam g, h ∈ Gx então gx = hx = x logo ghx = x assim gh ∈ Gx.
Se g ∈ Gx, então gx = x, o que implica x = g−1x, logo g−1 ∈ Gx. Desta forma, Gx

é um subgrupo de G.

Definição 1.4.5. As classes de equivalência da relação definida no Teorema 1.4.4 são
chamadas de orbitas de G em M ; a orbita de x ∈ M é denotada por x. O subgrupo Gx é
chamado de estabilizador de x.

Definição 1.4.6. Se um grupo G age sobre ele mesmo por conjugação, então a orbita
{gxg−1 | g ∈ G} de x ∈ G é chamada classe de conjugação de x. Se um subgrupo H

age em G por conjugação o grupo Hx = {h ∈ H |hxh−1 = x} = {h ∈ H |hx = xh} é
chamado de centralizador de x em H e denotado por CH(x). Se H age por conjugação
sobre o conjunto S de todos os subgrupos de G, então o subgrupo de H que deixa fixo
K ∈ S, a saber {h ∈ H |hKh−1 = K}, é chamado de normalizador de K em H e é
denotado por NH(K).
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Teorema 1.4.7. Se um grupo G age sobre um conjunto M , então a cardinalidade da
orbita de x ∈ M é o índice [G : Gx].

Demonstração. Seja S o conjunto das classes laterias de Gx em G, definimos a função

f : S → x

gGx 7→ gx.

Tomando as imagens
gx = hx ⇔ h−1gx = x

assim h−1g ∈ Gx, o que implica hGx = gGx, portanto a função f está bem-definida.
Seja h ∈ Imf , logo existe um g ∈ G tal que gx = h. Tomando gGx ∈ S, temos que

f(gGx) = gx = h

portanto f é sobrejetora.
Se

gx = hx,

pela Proposição 1.1.6,
g = h.

Assim, f é injetora, e portanto bijetora.

Corolário 1.4.8. Seja G um grupo finito e K um subgrupo de G.

i) O número de elementos de uma classe de conjugação de x ∈ G é [G : CG(x)], a qual
divide |G|.

ii) Se x1, ..., xn (xi ∈ G) são classes de conjugação distintas de G, então

|G| =
n∑

i=1

[G : CG(xi)];

iii) O número de subgrupos de G em K é [G : NG(K)] a qual divide |G|.

Demonstração. Temos que i) e iii) seguem imediatamente do Teorema de Lagrange.
Segue do Teorema 1.4.4 que a conjugação é uma relação de equivalência em G, portanto
G é a união das classes de conjugação.

Definição 1.4.9. A equação |G| =
∑n

i=1[G : CG(xi)] como no Corolário 1.4.8 ii) é
chamada de equação das classes de um grupo finito.

Teorema 1.4.10. Se um grupo G age sobre um conjunto M , então essa ação induz um
homomorfismo G → SM , onde SM é o grupo de todas as permutações de M .
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Demonstração. Seja g ∈ G, definimos a função

τg : M → M

x 7→ gx.

Desde que x = g−1(gx), ∀ x ∈ M , τg é sobrejetora.
Se gx = gy, com x, y ∈ M , temos

x = g−1(gx) = g−1(gy) = y

portanto τg é injetora, logo bijetora.
Agora definindo

τ : G → SM

g 7→ τg.

Se g, g
′ ∈ G, temos que

τ(gg
′
) = τgg′ = τg ◦ τg′ .

Portanto τ é um homomorfismo.

Corolário 1.4.11. (Cayley) Se G é um grupo, então existe um homomorfismo injetor
G → SG. Portanto, todo grupo é isomorfo a um grupo de permutações. Em particular
todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo do Sn, com n = |G|.

Demonstração. Seja G agindo em si por translação à esquerda

∗ : G×G → G

(g, x) 7→ gx.

Pelo Teorema 1.4.10, existe um homomorfismo

τ : G → SG

g 7→ τg

em que τg(x) = gx, ∀ x ∈ G.

Se
τ(g) = τg = eg,

então
gx = τg(x) = x,∀x ∈ G.

Em particular,
ge = e ⇒ g = e.

Portanto, τ é injetora.
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A segunda afirmação é válida porque G é isomorfo a Im(τ), que por sua vez é um subgrupo
de SG.

Definição 1.4.12. Se G um grupo, então definimos o conjunto de todos os automorfismos
de G como AutG. Esse conjunto é um grupo com a operações de composição de funções.

Corolário 1.4.13. Seja G um grupo, então

i) Para cada g ∈ G, a conjugação por g induz um automorfismo de G.

ii) Há um homomorfismo G → AutG cujo núcleo é o conjunto Z(G) = {g ∈ G : gx =

xg,∀x ∈ G}.

Demonstração. i) Dada a conjugação

τg : G → G

x 7→ gxg−1.

Pelo Teorema 1.4.10 τg é uma bijeção, desta maneira, resta mostrar que τg é um homo-
morfismo.
Dados x, y ∈ G, temos que

τg(xy) = gxyg−1 = gxg−1gyg−1 = τg(x)τg(y).

Portanto, τg é um automorfismo de G.
ii) Seja G agindo sobre ele mesmo por conjugação. Por i) a imagem do homomorfismo
τ : G → SG está contida em AutG. Claramente,

g ∈ ker(τ) ⇔ τg = IdG ⇔ gxg−1 = τg(x),∀x ∈ G,

mas
gxg−1 = x ⇔ gx = xg,

portanto kerτ = Z(G).

Proposição 1.4.14. O subgrupo normal Z(G) = kerτ , do Corolário anterior, é chamado
de centro de G. Um elemento g ∈ G está em Z(G) se, e somente se, a classe de conjugação
de g consiste apenas de g.

Demonstração. Se g ∈ Z(G), então

gx = gx,∀x ∈ G
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logo, {xgx−1 |x ∈ G} = {g}.
Agora, supondo que {xgx−1 |x ∈ G} = {g}, temos que xgx−1 = g, ∀ x ∈ G, portanto, g
comuta com todo elemento de G, portanto g ∈ Z(G).

Assim, se G é finito e x ∈ Z(G), então [G : CG(x)] = 1. Consequentemente, a equação
da classe de G pode ser escrita como

|G| = |Z(G)|+
n∑

i=1

[G : CG(xi)]

onde x1, ..., xn são classes de conjugação de G distintas e cada [G : CG(x1)] > 1.

Proposição 1.4.15. Seja H um subgrupo de um grupo G e G age no conjunto M de
todas as classes laterias a esquerda de H em G por translação à esquerda. Então o núcleo
de G → SM está contido em H.

Demonstração. Seja o homomorfismo

τ : G → SM

g 7→ τg

onde
τg : M → M

xH 7→ gxH.

Se g ∈ kerτ , então τg = IdM e gxH = xH ∀ x ∈ G. Em particular para x = e, geH =

eH = H, o que implica g ∈ H.

Corolário 1.4.16. Se H é um subgrupo de G e [G : H] = n e nenhum subgrupo normal
não trivial de G está contido em H, então G é isomorfo a um subgrupo do Sn.

Demonstração. Pela Proposição 1.4.15 o homomorfismo τ : G → SM tem o núcleo contido
em H e por hipótese kerτ = {e}, portanto é injetor. Assim, G é isomorfo a Imτ , que
por sua vez é um subgrupo do Sn, já que n é o número de classes laterais de H (a
esquerda).

Corolário 1.4.17. Se H é um subgrupo de um grupo G finito de índice p, onde p é o
menor primo que divide a ordem de G, então H é normal em G.

Demonstração. Seja M o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G, então SM

é isomorfo a um subgrupo de Sp já que [G : H] = |M | = p.
Se K é o núcleo de G → SM , então K é normal em G e está contido em H. Pelo Teorema
do Isomorfismo G/K é isomorfo a algum subgrupo do Sp. Então, |G/K| divide |Sp| = p!.
Mas cada divisor de |G/K| deve dividir |G| = |K|[G : K], já que nenhum número menor
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que p pode dividir |G|. Então |G/K| = p ou |G/K| = 1.

No entanto, |G/K| = [G : K] = [G : H][H : K] = p[G : K] ≥ p. Portanto, |G/K| = p e
[H : K] = 1, onde H = K, logo H é normal em G.

1.5 Os Teoremas de Sylow

Lema 1.5.1. Se um grupo H de ordem pn (p primo) age em um conjunto finito S e se
S0 = {x ∈ S : hx = x ∀ h ∈ H}, então |S| ≡ |S0| (mod p).

Demonstração. Temos que uma orbita x tem exatamente um elemento se, e somente se,
x ∈ S0. Desta forma, S pode ser escrito com a união disjunta

S = S0 ∪ x1 ∪ ... ∪ xn,

com |xi| > 1, i = 1, ..., n. Assim,

|S| = |S0|+ |x1|+ ...+ |xn|.

Agora, dado que |xi| > 1 e |xi| = [H : Hxi] divide |H| = pn temos que p divide |xi| para
cada i. Portanto, |S| ≡ |S0|(modp).

Teorema 1.5.2. (Cauchy) Se G é um grupo finito cuja ordem é divisível por um primo
p, então G contém um elemento de ordem p.

Demonstração. Seja S o conjunto das p-uplas de elementos de um grupo G,

S = {(a1, a2, ..., ap)/ai ∈ G, a1a2 · · · ap = e}

onde ap é determinado univocamente como (a1a2...ap−1)
−1, segue então que |S| = np−1,

com |G| = n. Dado que p divide n, |S| ≡ 0(modp). Seja o grupo Zp agindo em S por
permutação cíclica, isto é, seja k ∈ Zp

k(a1, a2, ..., ap) = (ak+1, ak+2, ..., ap, a1, ..., ak).

Temos que, dado 0 ∈ Zp, então

0(a1, a2, ..., ap) = (a1, a2, ..., ap).

E se k, k
′ ∈ Zp, então

(k + k
′
)(a1, a2, ..., ap) = (ak+k′+1, ak+k′+2, ..., ap, a1, ..., ak+k′ )

= k(ak′+1, ak′+2, ..., ap, a1, ..., ak′)

= k(k
′
(a1, ..., ap))
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portanto a ação está bem-definida. Agora, (a1, ..., ap) ∈ S0 se, e somente se, a1 = ... =

ap; claramente (e, e, ..., e) ∈ S0, portanto |S0| ≠ 0. Pelo Lema 1.5.1 |S| ≡ |S0| ≡ 0(modp).

Como |S0| ≠ 0, então existe pelo menos p elementos em S0 e como p é primo, logo p ≥ 2.
Desta forma, existe a ̸= e, tal que (a, a, ..., a) ∈ S0 e ainda ap = e, portanto |a| = p.

Definição 1.5.3. Um grupo onde todo elemento possui uma ordem igual a uma potência
de um p primo (fixo), é chamado de p-grupo. Se H é um subgrupo de um grupo G e H é
p-grupo, então H é dito p-subgrupo de G.

Corolário 1.5.4. Um grupo finito G é um p-grupo se, e somente se, |G| é uma potência
de p.

Demonstração. Se G é um p-grupo e q um primo que divide |G|, então G contém um
elemento de ordem q, pelo Teorema de Cauchy. Como, por hipótese, todo elemento de G

é uma potência de p, então p = q. Portanto, |G| é uma potência de p.
A volta vem imediatamente do Teorema de Lagrange.

Corolário 1.5.5. O centro Z(G) de um p-grupo não trivial G contém mais de um ele-
mento.

Demonstração. Considerando a equação das classes

|G| = |Z(G)|+
∑

[G : ZG(xi)]

temos que p divide cada [G : ZG(xi)] e divide |G|, portanto divide |Z(G)|, desta forma,
|C(G)| = pi com i ≥ 1 particularmente |Z(G)| ≥ 2 .

Lema 1.5.6. Se H é um p-subgrupo de um grupo finito G, então

[NG(H) : H] ≡ [G : H](modp).

Demonstração. Seja S o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G. Suponha
que H age em S por translação à esquerda. Então |S| = [G : H].

Seja S0 = {xH ∈ S : hxH = xH,∀h ∈ H}, então

xH ∈ S0 ⇔ hxH = xH,∀h ∈ H

⇔ x−1hxH = H,∀h ∈ H

⇔ x−1hx ∈ H,∀h ∈ H

⇔ x−1Hx = H

⇔ xHx−1 = H

⇔ x ∈ NG(H).

Portanto |S0| é o número de classes xH com x ∈ NG(H); isso é |S0| = [NG(H) : H].
Pelo Lema 1.5.1 [NG(H) : H] ≡ [G : H](modp).
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Corolário 1.5.7. Se H é um p-subgrupo de um grupo finito G de modo que p divide
[G : H], então NG(H) ̸= H.

Demonstração. Temos que 0 ≡ [G : H](modp) pela sua vez [G : H] ≡ [NG(H) : H](modp).
Portanto,
[NG(H) : H] ≥ 2, logo NG(H) ̸= H.

Teorema 1.5.8. (Primeiro Teorema de Sylow) Seja G um grupo com ordem pnm, com
n ≥ 1, p primo, e (p,m) = 1. Então G contém um subgrupo de ordem pj para cada
1 ≤ j ≤ n e todo subgrupo de G de ordem pi com i < n é normal em algum subgrupo de
ordem pi+1.

Demonstração. Como p divide |G|, então G contém um elemento g de ordem p, portanto
um subgrupo ⟨g⟩ de ordem p pelo Teorema de Cauchy.

Assumindo que H é um subgrupo de G de ordem pi (1 ≤ i < n). Então p divide
[G : H] e pelo Corolário 1.5.7 H ̸= NG(H) lembremos também que pela definição do nor-
malizador em G, H é normal em NG(H),e faz sentido falar do grupo quociente NG(H)/H,
por isso e como consequência do Lema 1.5.6, p divide |NG(H)/H| e NG(H) possui um
subgrupo de ordem p novamente garantido pelo teorema de Cauchy. Pelo Teorema 1.3.13
esse grupo é da forma H1/H onde H1 é um subgrupo de NG(H) contendo H. Desde que H
seja normal em NG(H), H é normal em H1. Por fim, |H1| = |H||H1/H| = pip = pi+1.

Definição 1.5.9. Um subgrupo P de um grupo finito G é chamado de p-subgrupo de Sylow
(com p um número primo) se |P | = pi para algum i ∈ Z+ e p não divide [G : P ].

Teorema 1.5.10. (Segundo Teorema de Sylow) Se H é um p-subgrupo de um grupo finito
G, e P é um p-subgrupo de Sylow de G qualquer, então exite um x ∈ G tal que H ≤ xPx−1.

Em particular, qualquer dois p-subgrupos de Sylow de G são conjugados.

Demonstração. Seja S o conjuno das classes laterais a esquerda de P em G, e H age
em S por translação à esquerda. Seja S0 = {xP ∈ S/hxP = xP, ∀h ∈ G}, dado que
|S| = [G : P ] então |S0| ≡ [G : P ](mod p) pelo Lema 1.5.1. Mas p não divide [G : P ];
desta forma |S0| ≠ 0 então existe xP ∈ S0,

xP ∈ S0 ⇔ hxP = xP, ∀h ∈ H

⇔ x−1hx ∈ P, ∀h ∈ H

⇔ x−1Hx ≤ P

⇔ H ≤ xPx−1.

Teorema 1.5.11. (Terceiro Teorema de Sylow) Se G é um grupo finito e p um primo,
então o número de p-subgrupo de Sylow de G divide |G| e ele é da forma kp + 1 para
algum k ≥ 0.
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Demonstração. Pelo segundo Teorema de Sylow o número de p-subgrupos de Sylow é o
número de conjugados diferentes de um dado P , p-subgrupo de Sylow de G. Observemos
também que esse número de conjugados diferentes coincide com o número [G : NG(P )],
que por sua vez é um divisor de |G|.
Seja S o conjunto de todos p-subgrupos de Sylow de G e P agindo em S por conjugação.
Então Q ∈ S0 se, e somente se, xQx−1 = Q ∀ x ∈ P .
A ultima condição, xQx−1 = Q ∀ x ∈ P , é satisfeita se, e somente se, P ≤ NG(Q) e
desta forma P e Q são conjugados em NG(Q). Mas dado que Q é normal em NG(Q),
isso ocorre se Q = P . Portanto, S0 = {P}, logo |S0| = 1, assim |S| ≡ 1(mod p), então
|S| = kp+ 1.

Teorema 1.5.12. Se P é um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G, então

NG(NG(P )) = NG(P ).

Demonstração. Toda conjugação de P é um p-subgrupo de Sylow de G, além disso P é
um p-subgrupo de Sylow de qualquer subgrupo de G contendo P . Dado que P é normal
em N = NG(P ), P será o único p-subgrupo de Sylow de N pelo Segundo Teorema de
Sylow. Então,

x ∈ NG(N) ⇒ xNx−1 = N ⇒ xPx−1 ≤ N ⇒ xPx−1 = P ⇒ x ∈ N

logo NG(NG(P )) ≤ NG(P ), sendo obvia a outra inclusão.
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Capítulo 2

Grupos Abelianos finitos

Apresentaremos nesse capítulo uma caracterização para os grupos abelianos finitos,
onde todo grupo abeliano finito pode ser visto como produto direto de Zp, com p um
número primo. Para tal, se faz necessário a definição de novos conceitos e alguns resultados
a começar pelo produto direto entre grupos.

2.1 Produto Direto

Definição 2.1.1. Sejam G1, G2, ..., Gn grupos. Definimos a operação sobre o produto
cartesiano G1 ×G2 × · · · ×Gn da seguinte forma:

(a1, a2, ..., an)(b1, b2, ..., bn) = (a1b1, a2b2, ..., anbn).

É fácil verificar que G1×G2×· · ·×Gn é um grupo com a operação definida acima: Se
ei é o elemento neutro de Gi então (e1, e2, ..., en) é o elemento neutro de G1×G2×· · ·×Gn

e (a−1
1 , a−1

2 , ..., a−1
n ) é o elemento inverso de (a1, a2, ..., an). Esse grupo é chamado produto

direto de G1 ×G2 × · · · ×Gn.
Enunciaremos a seguir resultados que mostram uma relação direta entre a normali-

dade de um subgrupo e a definição acima de produto direto entre grupos. Esses resultados
iniciais nos mostram que um grupo abeliano finito G pode ser visto como produto direto
entre dois subgrupos normais dada a condição de ambos serem disjuntos e cada elemento
de G ser escrito de maneira unívoca como a operação de dois elementos, cada um per-
tencente a um desses subgrupos. Com esses resultados em mãos, na próxima subseção
exibiremos duas caracterizações para os grupos abelianos finitos.

Lema 2.1.2. Sejam M e N subgrupos normais de um grupo G, tal que M ∩N = ⟨e⟩. Se
a ∈ M e b ∈ N , então ab = ba.

Demonstração. Considere a−1b−1ab. Como M é normal, b−1ab ∈ M . Assim,

a−1b−1ab = a−1(b−1ab) ∈ M.
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De maneira análoga,
a−1b−1ab = (a−1b−1a)b ∈ N.

Deste modo,
a−1b−1ab ∈ M ∩N = ⟨e⟩,

assim
a−1b−1ab = e

ab = ba.

Teorema 2.1.3. Sejam N1, N2, ..., Nk subgrupos normais de um grupo G, onde cada ele-
mento em G pode ser escrito univocamente da forma a1a2 · · · ak, com ai ∈ Ni. Então G

é isomorfo ao produto direto N1 ×N2 × · · · ×Nk.

Demonstração. Definindo a função

f : N1 ×N2 × · · · ×Nk −→ G

f(a1, a2, ..., ak) 7−→ a1a2 · · · ak

Como, por hipótese, todo elemento de G pode ser escrito da forma a1a2 · · · ak (com
ai ∈ Ni) f é sobrejetora.

Se f(a1, a2, ..., ak) = f(b1, b2, ..., bk) então a1a2 · · · ak = b1b2 · · · bk, e pela unicidade da
hipótese ai = bi para cada i (1 ≥ i ≥ k). Portanto, f é injetora.

Antes de mostrar que f é homomorfismo, veremos que os Ni são disjuntos dois a dois,
ou seja Ni ∩Nj = ⟨e⟩ quando i ̸= j.

Se a ∈ Ni ∩ Nj então a pode ser escrito como um produto de elementos dos Ni de
duas formas

e · · · e a e · · · e e e · · · e = a = e · · · e e e · · · e a e · · · e.
↑ ↑ ↑ ↑
Ni Nj Ni Nj

e assim, a hipótese de unicidade implica a = e. Portanto, Ni ∩Nj = ⟨e⟩ para i ̸= j.
Para mostrar que f é um homomorfismo é necessário utilizar o Lema 2.1.2, que

implica aibj = bjai para ai ∈ Ni e bj ∈ Nj. Portanto, temos que
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f [(a1, a2, ..., ak)(b1, b2, ..., bk)] = f(a1b1, ..., akbk)

= a1b1a2b2 · · · akbk
= a1a2b1b2 · · · akbk
= a1a2 · · · akb1b2 · · · bk
= f(a1, a2, ..., ak)f(b1, b2, ..., bk).

Logo, f é um homomorfismo e assim, um isomorfismo.

Teorema 2.1.4. Se M e N são subgrupos normais de um grupo G, de modo que G = MN

(MN = {mn : m ∈ M e n ∈ N}) e M ∩N = ⟨e⟩, então G ∼= M ×N .

Demonstração. Por hipótese todo elemento de G é da forma mn, com m ∈ M e n ∈ N.

Supondo que um elemento pode ser escrito de duas formas, mn = m1n1 com m,m1 ∈ M

e n, n1 ∈ N . Então,
mn = m1n1,

segue que,
m−1

1 mn = n1,

ou seja,
m−1

1 m = n1n
−1.

Como m−1
1 m ∈ M e n1n

−1 ∈ N , e ainda M ∩ N = ⟨e⟩, temos que m−1
1 m = e. De onde,

tem-se m = m1; De modo análogo n = n1. Portanto, todo elemento de G pode ser escrito
univocamente da forma mn com m ∈ M e n ∈ N , e assim, G ∼= M × N , pelo Teorema
2.1.3.

2.2 Grupos Abelianos Finitos

Definição 2.2.1. Se G é um grupo abeliano e p um número primo, então G(p) denota o
conjunto dos elementos de G cuja a ordem é uma potência de p; a saber

G(p) = {g ∈ G | |g| = pn, n ≥ 0}.

É fácil ver que G(p) é fechado para inversos e é não vazio pois e ∈ G(p). Ainda, se
g, g1 ∈ G(p) tal que |g| = pk e |g1| = ps com s < k, então (gg1)

pk = gp
k
gp

k

1 = egp
s+(k−s)

1 =

ep
k−s

= e. Logo, G(p) é fechado e, portanto, G(p) é um subgrupo de G.
Esse subgrupo será útil em nosso objetivo de caracterizar os grupos abelianos pois,

como veremos a seguir, todo grupo abeliano pode ser visto como um produto direto de
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G(pi). Com tal objetivo em mente, enunciaremos o seguinte resultado que mostra que
todo elemento de um grupo abeliano pode ser visto como produto de elementos de G(pi).

Lema 2.2.2. Seja G um grupo abeliano e a um elemento G de ordem finita. Então
a = a1a2 · · · at, com ai ∈ G(pi), onde p1, p2, ..., pt, são primos distintos que dividem a
ordem de a.

Demonstração. Vamos provar por indução sob o número de primos distintos que dividem
a ordem de a. Se |a| é divisível por um único primo p1, então a ordem de a é igual a uma
potência de p1, portanto a ∈ G(p1). O Lema é verdadeiro nesse caso.

Assumindo por hipótese de indução que o Lema é valido para todo elemento cuja
a ordem é divisível por um número k − 1 de primos distintos e a |a| é divisível por k

primos distintos p1, p2, ..., pk. Então |a| = pr11 · · · prkk , com cada ri > 0. Seja n = pr11 ,
m = pr22 · · · prkk , então |a| = mn. Temos que (m,n) = 1, e portanto é possível encontrar
inteiros r, s tais que mr + ns = 1. Consequentemente

a = amr+ns = amrans

mas amr ∈ G(p1) devido a que a possui ordem mn, pelo fato de

a(mr)n = a(mn)r = er = e

da mesma forma,
a(ns)m = a(nm)s = es = e.

Pelo Teorema 1.1.10 a ordem de ans divide m, um número inteiro com somente k − 1

divisores distintos. Portanto, pela hipótese de indução ans = a2a3 · · · ak, com ai ∈ G(pi).
Seja a1 = amr, então

a = a1a2 · · · ak,

com ai ∈ G(pi).

Dado o lema acima, nos resta mostrar que a expressão a = a1a2 · · · at, com ai ∈ G(pi)

é unívoca para podemos concluir que todo grupo abeliano finito pode ser visto como
produto direto dos G(pi). Para tal, enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. Se G é um grupo abeliano finito, então

G = G(p1)×G(p2)× · · · ×G(pt),

onde p1, p2, ..., pt são primos distintos que dividem a ordem de G.

Demonstração. Se a ∈ G, então |a| divide |G|. Por isso, pelo Lema 2.2.2 a = a1a2 · · · at,
com ai ∈ G(pi) (onde aj = e se pj não dividir |a|).
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A prova que essa expressão é univoca consiste em supor a1a2 · · · at = b1b2 · · · bt com
ai, bi ∈ G(pi). Dado que G é abeliano

a1b
−1
1 = (b2a

−1
2 )(b3a

−1
3 ) · · · (bta−1

t ).

Para cada i, ai, bi ∈ G(pi) e, por isso, possui ordem igual a uma potência de pi, suponha-
mos que (aib

−1
i )p

ri
i = e.

Seja m = pr22 · prtt , então (aib
−1
i )m = e para i ≥ 2, portanto

(a1b
−1
1 )m = (b2a

−1
2 )m · · · (bta−1

t )m = e · · · e = e.

Consequentemente, a ordem de a1b
−1
1 divide m pelo Teorema 1.1.10. Mas a1b

−1
1 ∈ G(p1),

então sua ordem é uma potência de p1. A única potência de p1 que divide m = pr22 · · · prtt
é p01 = 1. Portanto, a1b−1

1 = e e a1 = b1. Um argumento similar para i = 2, .., t mostra
que ai = bi para todo i. Portanto cada elemento de G pode ser escrito univocamente da
forma a1a2 · · · at, com ai ∈ G(pi) e por isso, G = G(p1)×G(p2)×· · ·×G(pt) pelo Teorema
2.1.3.

Lembrando que, se p é um primo então um grupo onde todos os elementos possuem
ordem igual a uma potência de p é chamado p-grupo. Cada um dos G(pi) do Teorema
2.2.3 são um p-grupo. Portanto, todo grupo abeliano finito pode ser visto como o produto
direto de p-grupos, nos restando provar, para alcançamos o objetivo de mostrar que todo
grupo abeliano finito é um produto dos Zp, que cada G(pi) pode ser visto como produto
direto de Zp. Para isso, enunciamos uma nova definição.

Definição 2.2.4. Um elemento a de um p-grupo B é chamado um elemento de ordem
máxima se |b| ≤ |a| para todo b ∈ B. Se |a| = pn, então b possui ordem pf com f ≤ n.
Assim, bpn = (bp

f
)p

n−f
= ep

n−f
= e. Portanto, se a é um elemento de ordem máxima pn

em um p-grupo B, então bp
n
= e para todo b ∈ B.

Usando a definição acima, enunciamos o seguinte resultado que será vital para de-
mostrarmos o teorema que caracteriza os grupos abelianos finitos. A demostração é longa
e cheia de pequenos detalhes requerendo uma atenção especial do leitor.

Lema 2.2.5. Seja G um p-grupo abeliano finito e a um elemento de ordem máxima em
G. Então existe um subgrupo K de G tal que G ∼= ⟨a⟩ ×K.

Demonstração. Considere os subgrupos H de G tais que ⟨a⟩ ∩ H = ⟨e⟩. Existe pelo
menos um subgrupo H = ⟨e⟩, e como G é finito, existe um subgrupo K de G com ordem
máxima satisfazendo ⟨a⟩ ∩K = ⟨e⟩, assim para demostrar o Lema, pelo Teorema 2.1.4,
basta mostrarmos que G = ⟨a⟩K.
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Supondo que G ̸= ⟨a⟩K, então existe b ∈ G (b ̸= e) tal que b /∈ ⟨a⟩K. Seja n o menor
inteiro positivo tal que bp

n ∈ ⟨a⟩K ( esse n existe pelo fato de G ser um p-grupo finito,
então, bpl = e ∈ ⟨a⟩K, para algum inteiro positivo l) então

bp
n−1

= c /∈ ⟨a⟩K (2.1)

e

bp
n

= cp ∈ ⟨a⟩K

implicando em

cp = atk (t ∈ Z, k ∈ K) (2.2)

Se a possuir ordem pn, então xpn = e, ∀x ∈ G pelo fato de a ser um elemento de
ordem máxima em G. Consequentemente, por (2.2), temos

(at)p
n−1

kpn−1

= (atk)p
n−1

= (cp)p
n−1

= cp
n

= e

Portanto (at)p
n−1

= (kpn−1
)−1 ∈ ⟨a⟩ ∩K = ⟨e⟩ e (at)p

n−1
= e. Ainda, pn ( ordem de

a), pelo Teorema 1.1.10, divide tpn−1, de onde segue que p|t, ou seja t = pm(m ∈ Z).
Portanto, cp = atk = apmk e consequentemente, k = cp(apm)−1 = (c(am)−1)p. Seja

d = c(am)−1 (2.3)

então dp = (c(am)−1)p = k ∈ K, mas d /∈ K (se c(am)−1 = k′ ∈ K ⇒ c = amk′ ∈ ⟨a⟩K,
contradizendo 2.1).

É fácil provar que o conjunto H = {xdz |x ∈ K, z ∈ Z} é um subgrupo de G e
K ⊂ H. Temos que d = ed ∈ H, e d /∈ K, assim H possui ordem maior que a ordem de
K, mas K é o subgrupo de G com maior ordem tal que ⟨a⟩ ∩ K = ⟨e⟩, então nos resta
verificar quem é ⟨a⟩ ∩H.

Se w é um elemento não trivial de ⟨a⟩ ∩H, então

w = as = k1d
r(k1 ∈ K; s, r ∈ Z). (2.4)

Temos que p não divide r, caso contrário r = py, e isso implica que dr ∈ K, logo k1d
r ∈ K

assim k1d
py ∈ ⟨a⟩ ∩K, uma contradição ao fato de w ̸= e. Consequentemente, (p, r) = 1,
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então existem inteiros u, v tais que pu+ rv = 1, então

c = c1 = cpu+rv = (cp)u(cr)v

= (atk)u((dam)r)v

= (atk)u((d)r(am)r)v

= (atk)u(ask−1
1 (am)r)v

= atu+sv+mrvku(kv
1)

−1 ∈ ⟨a⟩K,

uma contradição por (2.1). Portanto, G = ⟨a⟩K e pelo Teorema 2.1.4 G = ⟨a⟩ ×K.

Teorema 2.2.6. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos) Todo grupo abe-
liano finito G é um produto direto de grupos cíclicos, cada um com ordem igual a uma
potência de primo.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.3, G é um produto direto de subgrupos G(p), onde cada
primo p divide |G| e G(p) é um p-grupo.

Para completar a demonstração, é necessário mostrar que todo p-grupo abeliano finito
H é um produto direto direto de grupos cíclicos, cada um com ordem igual a uma potência
de um primo.

Provando por indução sob a ordem de H, a afirmação é verdadeira quando H possui
ordem p pelo Teorema 1.2.7. Assumindo que a afirmação é verdadeira para todos os p-
grupos de ordem menor que |H| e a um elemento de ordem máxima em H. Então, pelo
Lema 2.2.5, H = ⟨a⟩ × K. Por hipótese de indução K é um produto direto de grupos
cíclicos, cada um com a ordem igual a uma potência de p. Portanto, a afirmação também
vale para H = ⟨a⟩ ×K.

O teorema acima, com o auxilio do teorema fundamental da aritmética, caracteriza
todos os grupos abelianos finitos G, demostrando que G pode ser visto como produto
direto de grupos cíclicos de ordem prima.
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Capítulo 3

Solubilidade

Nesse capítulo apresentaremos os principais resultados deste trabalho que consiste
em exibir duas caracterizações para os grupos solúveis. Começaremos introduzindo o
conceito de comutador que auxiliará na caracterização dos grupos solúveis. Como foi dito
na introdução, os grupos solúveis podem ser vistos como próximos de serem abelianos,
com isso em mente, a definição do comutador de dois elementos, definida abaixo, se torna
natural pois em um grupo abeliano todo comutador é igual ao elemento neutro, portanto,
voltaremos a nossa atenção aos comutadores não triviais.

3.1 Comutadores

Definição 3.1.1. Dado dois elementos x, y de um grupo G, o comutador de x e y é o
elemento

[x, y] = x−1y−1xy ∈ G.

Mais geralmente, definimos um comutador simples de comprimento n ≥ 2 por

[x1, ..., xn] = [[x1, ..., xn−1], xn].

Dados dois subconjuntos H e K de um grupo G, denotaremos por [H,K] o subgrupo
de G gerado pelo conjunto

{[h, k] : h ∈ H, k ∈ K}.

Em particular, o grupo G
′
= [G,G] chama-se subgrupo comutador ou subgrupo

derivado de G.
Indutivamente podemos definir uma sequência de subgrupos da seguinte forma:

G(0) = G

G(1) = [G(0), G(0)] = G′

...
G(n) = [G(n−1), G(n−1)].
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Definição 3.1.2. O subgrupo G(n) definido acima chama-se o n-ésimo grupo derivado de
G e a sequência

G = G(0) ≥ G(1) ≥ · · · ≥ G(n) ≥ · · ·

chama-se a série derivada de G.

O lema a seguir enumera as principais propriedades do comutador.

Lema 3.1.3. Sejam x, y, z e t elementos de um grupo G. Então:

i) [x, y]= 1 se e somente se xy = yx;

ii) [x, y]−1= [y, x];

iii) [x, y]z = [xz, yz];

iv) [xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][[x, z], y][y, z];

v) [x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][x, y][[x, y], z];

vi) [x, y]z = z[xz, yz];

vii) [xy, z] = [x, z][x,y][x, y, z];

viii) [xyz, t] = [xy, t][x
y ,z][xy, z, t];

ix) [x, y, z] = [x, y]−1[x, y]z;

x) Se ϕ: G → H é um homomorfismo de grupos, então ϕ([x, y])= [ϕ(x), ϕ(y)].

Demonstração. a

i) [x, y] = 1 ⇔ x−1y−1xy = 1 ⇔ xy = yx.

ii) [x, y]−1 = (x−1y−1xy)−1 = y−1x−1yx = [y, x].

iii) a
[x, y]z = (x−1y−1xy)z

= z−1x−1y−1xyz

= z−1x−1zz−1y−1zz−1xz−1zyz

= (x−1)z(y−1)zxzyz

= (xz)−1(yz)−1xzyz

= [xz, yz].

39



iv) a
[xy, z] = (xy)−1z−1xyz

= y−1x−1z−1xyz

= y−1x−1z−1xzyy−1z−1yz

= (y−1x−1z−1xzy)(y−1z−1yz)

= (x−1z−1xz)y(y−1z−1yz)

= [x, z]y[y, z]

a = y−1x−1z−1xyz

= x−1z−1xzz−1x−1zxy−1x−1z−1xyz

= x−1z−1xz(x−1z−1xz)−1y−1x−1z−1xzyy−1z−1yz

= x−1z−1xz[x−1z−1xz, y]y−1z−1yz

= [x, z][[x, z], y][y, z].

v) a
[x, yz] = x−1z−1y−1xyz

= x−1z−1xzz−1x−1y−1xyz

= (x−1z−1xz)(z−1x−1y−1xyz)

= [x, z][x, y]z

= x−1z−1y−1xyz

= x−1z−1xzx−1y−1xyy−1x−1yxz−1x−1y−1xyz

= (x−1z−1xz)(x−1y−1xy)(x−1y−1xy)−1z−1(x−1y−1xy)z

= [x, z][x, y][(x−1y−1xy), z]

= [x, z][x, y][[x, y], z].

vi) a
[x, y]z = x−1y−1xyz

= zz−1x−1y−1xyz

= z(x−1y−1xy)z

= z[x, y]z

= z[xz, yz].

vii) a
[xy, z] = [y−1xy, z]

= (y−1xy)−1z−1y−1xyz

= y−1x−1yz−1y−1xyz

= y−1x−1yxx−1z−1y−1xyz

= (x−1y−1xy)−1x−1z−1y−1xyz

= (x−1y−1xy)−1x−1z−1xzx−1y−1xyy−1x−1yxz−1x−1y−1xyz

= ((x−1y−1xy)−1(x−1z−1xz)x−1y−1xy)(y−1x−1yx)z−1(x−1y−1xy)z

= (x−1z−1xz)(x
−1y−1xy)[(x−1y−1xy), z]

= [x, z][x,y][x, y, z].
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viii) a
[xyz, t] = [(yz)−1xyz, t]

= [z−1y−1xyz, t]

= (z−1y−1xyz)−1t−1z−1y−1xyzt

= z−1y−1x−1yzt−1z−1y−1xyzt

= z−1y−1x−1yz(y−1xyy−1x−1y)t−1(y−1xyty−1x−1yz−1y−1xyzz−1

y−1x−1yzy−1xyt−1y−1x−1y)z−1y−1xyzt

= (z−1y−1x−1yzy−1xy)(y−1x−1yt−1y−1xyt)(y−1x−1yz−1y−1xyz)

(z−1y−1x−1yzy−1xy)(t−1y−1x−1yz−1y−1xyzt)

= (y−1x−1yz−1y−1xyz)−1(y−1x−1yt−1y−1xyt)(y−1x−1yz−1y−1xyz)

(y−1x−1yz−1y−1xyz)−1t−1(y−1x−1yz−1y−1xyz)t

= (y−1x−1yt−1y−1xyt)(y
−1x−1yz−1y−1xyz)[(y−1x−1yz−1y−1xyz), t]

= ((y−1xy)−1t−1y−1xyt)((y
−1xy)−1z−1y−1xyz)[((y−1xy)−1z−1y−1xyz), t]

= [y−1xy, t][y
−1xy,z][[y−1xy, z], t]

= [xy, t][x
y ,z][[xy, z], y]

= [xy, t][x
y ,z][xy, z, y].

ix) a
[x, y, z] = [[x, y], z]

= [x−1y−1xy, z]

= (x−1y−1xy)−1z−1x−1y−1xyz

= y−1x−1yxz−1x−1y−1xyz

= (y−1x−1yx)(z−1x−1y−1xyz)

= [y, x](x−1y−1xy)z

= [x, y]−1[x, y]z.

x) a
ϕ([x, y]) = ϕ(x−1y−1xy) = ϕ(x−1)ϕ(y−1)ϕ(x)ϕ(y)

= (ϕ(x))−1(ϕ(y))−1ϕ(x)ϕ(y)

= [ϕ(x), ϕ(y)].

O lema a seguir nos mostra uma relação direta entre o grupo quociente e o sub-
grupo derivado. Tal resultado tem forte relação com a a solubilidade de um grupo como
definiremos na subseção seguinte.

Lema 3.1.4. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Então, o grupo quociente
G/H é abeliano se e somente se G

′ ⊂ H.
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Demonstração. Assumindo que G/H é abeliano, então para quaisquer x, y ∈ G

xHyH = yHxH ⇔ x−1Hy−1HxHyH = H

⇔ x−1y−1xyH = H

⇔ [x, y]H = H

⇔ [x, y] ∈ H

⇔ G
′ ∈ H.

Definição 3.1.5. Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo característico se
ϕ(H) = H para todo automorfismo ϕ : G → G. Para indicar que H é subgrupo caracte-
rístico de G escrevemos H car G.

Todo subgrupo característico é em particular um subgrupo normal. Tal observação
pode ser demostrada levando em consideração que a conjugação por um elemento fixo é
um automorfismo, a saber

Inna : G → G

x 7→ a−1xa.

Assumindo que H é um subgrupo característico, então para todo h ∈ H, a−1ha ∈ H.
Tal raciocínio pode ser estendido a qualquer elemento de G, portanto a−1Ha ⊂ H, ∀
a ∈ G e isso ocorre se, e somente se H ⊴G.

Se ϕ : G → G é um automorfismo e H um subgrupo característico de G, então a
restrição de ϕ a H é um automorfismo de H. Desta observação segue facilmente que se
K car H e H car G, então K car G.

Proposição 3.1.6. Seja H um subgrupo de um grupo G. Se H é característico em G

então H
′ também é característico em G. Em particular, G(n) é característico em G, para

todo inteiro positivo n.

Demonstração. Seja H car G e H ′
= ⟨[h, g]⟩ com h, g ∈ H. Como, por definição de homo-

morfismo, ϕ([a, b]) = [ϕ(a), ϕ(b)], e todo elemento de H
′ e um produto de comutadores,

temos que
ϕ(⟨[h, g]⟩) = ⟨[ϕ(h), ϕ(g)]⟩ = H

′
.

A segunda afirmação segue trivialmente.

A proposição anterior nos garante que a série derivada G ≥ G
′ ≥ G(2) ≥ · · · ≥ G(n),

é uma cadeia normal. Por outro lado, o Lema 3.1.4 garante que os fatores dessa série são
abelianos.
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3.2 Grupos Solúveis

Definição 3.2.1. Um grupo G diz-se solúvel se contém uma cadeia de subgrupos

{1} = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

tal que cada subgrupo Gi−1 é normal em Gi e o grupo quociente Gi/Gi−1, 1 ≥ i ≥ n, é
abeliano.

Uma cadeia de subgrupos de G com a propriedade Gi−1 ⊴ Gi chama-se uma série
subnormal de G e os quocientes respectivas chamam-se os fatores da série. Quando todos
os fatores são abelianos dizemos que a série é uma série subnormal abeliana.

A seguir, enunciaremos alguns exemplos de grupos solúveis.

Exemplo 3.2.2. Todo grupo abeliano é solúvel.

De fato, {1}⊴G é uma série subnormal com fatores abelianos.

Exemplo 3.2.3. S3 é solúvel.

A série {1} ≤ A3 ≤ S3 é uma série subnormal com fatores abelianos. De fato, {1}⊴A3

e como [S3 : A3] = 2 logo A3 ⊴ S3. Por fim, A3 é isomorfo a Z3 e S3/A3 é isomorfo a Z2,
portanto S3/A3 é abeliano.

Exemplo 3.2.4. S4 é solúvel.

Considerando H = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. A4 é normal em S4 pelo fato
de [S4 : A4] = 2 e H é normal em A4 pelo fato da ação por conjugação preservarem
a estrutura cíclica das permutações. Desse modo, {1} ≤ H ≤ A4 ≤ S4 é uma série
subnormal com fatores abelianos.

Exemplo 3.2.5. Todo p-grupo finito é solúvel.

Seja G um grupo tal que |G| = pn. Vamos demostrar a afirmação por indução em n.
Se n = 0, o resultado segue trivialmente. Agora, supondo que |G| = pn e o resultado

é válido para n− 1.
Sabemos pelo corolário 1.5.5 que o centro de G possui mais de um elemento, portanto

existe um elemento z pertencente ao centro de G cuja |z| = p. Desda forma, | G
<z>

| = pn−1

e por hipótese de indução existe

{1} =
< z >

< z >
≤ G0

< z >
≤ · · · ≤ Gt

< z >
=

G

< z >

uma série subnormal com fatores abelianos, onde cada |Gi+1/<z>
Gi/<z>

| = p. Pelo teorema da
correspondência cada Gi é um subnormal que contém < z >.
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Segue do teorema do isomorfismo que

Gi+1/ < z >

Gi/ < z >
∼=

Gi+1

Gi

,

de onde segue que
{1} = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gt = G

é uma série subnormal com fatores abelianos.

Exemplo 3.2.6. Todo grupo G de ordem pq, p e q primos distintos é solúvel.

Pelo Teorema de Sylow existe P ≤ G tal que |P | = p. Temos que o número de p-
subgrupos de sylow de G será congruente a 1 modulo q e q divide o número de p-subgrupos
de Sylow de G, assim como q é um primo temos que o numero de p-subgrupos de Sylow
será igual a 1. Logo, P ⊴G, assim

{1} ≤ P ≤ G

é uma série normal com fatores abelianos, portanto G é solúvel.
O próximo teorema nos dá uma caracterização dos grupos solúveis em termos da

série derivada. Como visto no teorema 3.1.4, o subgrupo derivado necessariamente precisa
está contido no primeiro subgrupo da série subnormal de um grupo solúvel. O próximo
resultado, no sentido oposto da série subnormal, nos mostra que o fato da série derivada
se encerrar é condição necessária e suficiente para a normalidade de um grupo.

Teorema 3.2.7. Um grupo é solúvel se e somente se sua série derivada termina, isto é,
se existe um inteiro positivo n tal que G(n) = {1}.

Demonstração. Se existir um n natural tal que G(n) = {1}, então

G ≥ G
′ ≥ G(2) ≥ · · · ≥ G(n) = {1}

é uma série subnormal com fatores abelianos.
Se G é solúvel, existe uma série subnormal abeliana

G ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = {1}.

Como cada Gi/Gi−1 é abeliano, pelo Lema 3.1.4 segue que G(i) ≤ Gi, 1 ≥ i ≥ n. Logo,
em particular G(n) = {1}.

Corolário 3.2.8. Subgrupos de grupos solúveis são solúveis.

Demonstração. Seja
G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = {1},
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uma série subnormal de G. Considere a série

H = H0 ≥ (H ∩G1) ≥ · · · ≥ (H ∩Gn) = {1},

segue que,
H ∩Gi+1 = (H ∩Gi) ∩Gi+1 ⊴ H ∩Gi ∀ i = 1, ..., n.

Pelo segundo Teorema do Isomorfismo, temos que

H ∩Gi

H ∩Gi+1

=
H ∩Gi

(H ∩Gi) ∩Gi+1

∼=
Gi+1(H ∩Gi)

Gi+1

≤ Gi

Gi+1

;

Como Gi/Gi+1 é abeliano Gi+1(H ∩Gi+1)/Gi+1 também é abeliano; Logo

H = H0 ≥ (H ∩G1) ≥ · · · ≥ (H ∩Gn) = {1},

é uma série subnormal com fatores abelianos, logo H é solúvel.

Lema 3.2.9. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se ambos H e G/H são
solúveis então G é solúvel.

Demonstração. Como G/H é solúvel, pelo Teorema 3.2.7, existe um n natural tal que
(G/H)(n) = {1}. Portanto G(n) ≤ H. Da mesma forma, como H é solúvel existe um m

natural tal que H(m) = {1}. Assim,

G(n) ≤ H

G(nm) ≤ H(m) = {1},

logo G é solúvel.

O próximo teorema nos dá uma caracterização dos grupos solúveis a partir da série
de composição, que mostra, semelhante aos grupos abelianos finitos, os grupos solúveis
podem ser vistos a partir de extensões de grupos cíclicos de ordem prima comprovando a
proximidade desses dois objetos.

Teorema 3.2.10. Um grupo solúvel finito G contém uma série subnormal abelina cujos
fatores são todos cíclicos de ordem prima.

Demonstração. Vamos demonstrar o teorema por indução na ordem de G. Se |G| = 1

não há nada a se provar. Seja G um grupo solúvel de ordem n e suponha que o resultado
vale para todo grupo solúvel com ordem menor que |G|. Se n for um número primo o
resultado segue trivialmente já que {1} ≤ G é uma série subnormal com fatores cíclicos
de ordem prima.
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Se G é solúvel e não é de ordem prima, então G possui pelo menos um subgrupo
normal N não trivial. Como N e G/N possuem ordem menor que G segue, da hipótese
de indução, que ambos possuem uma série subnormal com fatores cíclicos de ordem prima.

Denotando G = G/N , sejam

{1} ≤ N0 ≤ · · · ≤ Nm = N

{1} ≤ G0 ≤ · · · ≤ Gn = G

séries subnormais abelianas, com fatores cíclicos de ordem prima, para N e G respectiva-
mente.

O Teorema do isomorfismo garante que

Gi

Gi−1

=
Gi/N

Gi−1/N
∼=

Gi

Gi−1

,

e o Teorema da Correspondência garante que N ≤ Gi, com i = 0, ...,m− 1.
Assim a cadeia

{1} = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nm = N = G0 ≤ · · · ≤ Gn = G

é uma série subnormal abeliana para G com fatores cíclicos de ordem prima demostrando
o resultado.
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