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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solugoes para uma classe de equagoes dife-

renciais fracionéarias nao lineares com condigoes de fronteira integral. A saber

‘Diz(t) = f(z,t(x)), 0<t<l 1<qg<2

(CP)
z(0) =0, z(1)=of z(s)ds, 0<n<l,

onde © DY denota o operador derivada fracionaria de Caputo de ordem ¢, f : [0,1]x X — X &
nao linear e continua, e a € R é tal que @ # 2/n?. Impondo condigoes sobre a nao linearidade
f, € provado através de Teoremas de Ponto fixo e Teoria do Grau Topologico, a existéncia de

solugdes para o problema (CP).

Palavras-chave: Derivada fracionéria, equacoes diferenciais fracionérias, existécia de so-

lugoes.
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Abstract

In this paper, we will study the existence of solutions to a class of nonlinear fractional

differential equations with integral boundary conditions. These are

‘Diz(t) = f(z,t(x)), 0<t<l 1<qg<2

(CP)
z(0) =0, z(1)=of z(s)ds, 0<n<l,

where ¢ D? denotes the Caputo fractional derivative operator of order ¢, f : [0,1] x X — X
is nonlinear and continuous, and « € R is such that a # 2/n?. By imposing conditions on
the nonlinearity f, the existence of solutions to the problem (CP) is proved by fixed point

theorems and topological degree theory.

Key-words:Fractional derivatives, fractional differential equations, existence of solutions.
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Introducao

O célculo fracionario ou calculo diferencial e integral de ordem nao inteira, tem sua
origem em 1695 em uma carta escrita por L’Hospital enderecada a Leibniz na qual havia
o questionamento de uma possivel interpretacao caso o operador derivagao tivesse ordem
n = 1/2. Para muitos autores esta correspondéncia por cartas foi 0 momento de nascimento
do Célculo Fracionario. Assim como Leibniz "previu"em sua resposta, o entendimento desta
ideia gerou consequéncias muito frutiferas, gerando uma nova teoria dentro do Célculo e da
Analise, e em especial no campo das Equagoes Diferenciais.

Posteriormente a isso outros grandes vieram a fazer importantes contribui¢oes para o
crescimento do Calculo Fracionario, como Laplace que em 1812 definiu a derivada fracionaria
a partir de uma integral.

Laurent,em 1884, ao discutir os trabalhos de Sonin e Letnikov apresentou uma generali-
zagao da férmula integral de Cauchy. Utilizando integragao no plano complexo ele introduziu

a forma como hoje conhecemos o operador integral de Riemman-Liouville, dado por

Do () = WJO () = ﬁ / "o — 0P (),

(onde I" ¢ uma fungao especial que sera apresentada na primeira se¢ao do capitulo 1). Esta
generalizagao é considerada um marco na historia do célculo fracionario moderno.
No ano de 1969, Caputo propoe uma nova forma de se definir a derivada fracionaria que

segue a forma

Dlf(x) = J;D"f(x),

onde 0 < a < 1 e n é um inteiro positivo que depende de 5. Nesta defini¢ao residem diversas

vantagens quando se esta interessado em uma equacao diferencial parcial com dados iniciais.



De finicio, o Calculo Fracionério teve desenvolvimento restrito ao campo da matemaética
pura, sem grandes aplicagoes em outras areas, entretanto, Caputo em 1969, em seu livro
Elasticit‘a e Dissipazione [4] resolveu problemas de viscoelasticidade utilizando a defini¢ao
de derivada fracionaria proposta por ele. O leitor interessado no contexto histérico mais
detalhado do Célculo Fracionario pode consultar [7, 21].

A partir das defini¢oes introduzidas por Caputo, nas ultimas décadas diversos autores
vieram apresentar estudos com modelagens feitas a partir do calculo Fracionario e mostraram
que elas oferecem uma descrigao mais fina de fendmenos naturais que aquela feita a partir do

célculo usual. RODRIGUES [I8] estudou a versao fracionaria do oscilador harmoénico, com:
D2 (t) + wz(t) =0,

com condigoes iniciais x(0) = 1 e 2/(0) = 0 sendo 1 < a < 2. Usando o método da

transformada de Laplace o autor encontrou a solucao
2(t) = Eo(—wt?),

onde F, é a funcao de Mittag-Leffler a um parametro. Note ainda que no caso extremo
a = 2 fornece z(t) = cos(wt) que é a solugdo do problema associado ao oscilador harmonico
de ordem inteira.

Tomando os resultados acima como motivacao, este trabalho tem como objetivo o estudo
de solucoes para uma classe de equacgoes diferenciais fracionarias nao lineares com condicoes
de fronteira integral. No primeiro capitulo discutiremos o Calculo Fracionéario para funcoes
reais definidas em um intervalo limitado, apresentado as principais defini¢oes dos operadores
integral e derivada fracionarias.

O capitulo 2 é destinado a abordagem de alguns conceitos relacionados a Topologia dos
Espacos Métricos e Grau Topologico, apresentando alguns resultados importantes como o
Teorema do Ponto fixo de Banach e o Teorema de Arzela-Ascoli que sao de fundamental
importancia para demonstrarmos alguns dos teoremas do capitulo 3. Além disso, ainda no
capitulo 2 abordamos também o Grau Topoldgico de Brouwer e de Leray-Schauder.

Por fim, no capitulo 3 encontra-se os principais resultados deste trabalho dispondo de

toda a teoria ja estudada nos capitulos anteriores.



Capitulo 1

Uma revisao do Calculo Fracionario

Neste capitulo enuciaremos algumas das principais defini¢oes e resultados importantes do

estudo do Calculo Fracionario.

1.1 Funcao gama

Iniciaremos esta secao, comentando sobre o n!, que gracas as contribuicoes de Euler

o0
n!:/ e "dt,
0

Usaremos esta ideia para generalizar o conceito de fatorial nos ntmeros reais, e assim

podemos expressa-la como

onde n € N.

definir a funcao gama que é de fundamental importancia nos estudos do Célculo Fracionério,
tendo em vista que a utilizaremos nas principais defini¢coes que aparecerao ao longo deste

trabalho.

Definicao 1.1 Seja x € R tal que x > 0. Define-se a funcao gama por
I(z) = / et (1.1)
0
Proposicao 1.1 Para um valor de x > 0 a integral acima € convergente.

Demonstracao: Temos que,

(') 1 ')
/ et ldt = / e dE + / ey,
0 0 1

3



Calculando a seguinte integral

1
/t‘”ldt
0
1 1
{* 1 0 1
/t””‘ldt:{—} =- - —=_,
0 ], T T I

1 1 1
/t‘”ldt:{ _} = —00.
0 x|,

Como ¢ € (0, 1] entdao e < 1 sendo assim

temos que para x > 0

Para < 0 temos

0 S e—ttx—l S tz—l

1
e portanto / e "t*~1dt & convergente.
0

o
Queremos agora mostrar a covergéncia de / e 't*1dt. Temos que para x > 0 fixado,
1
tx-i—l
lim
t—oo et
mente grande tal que

= 0. Entao existe um ntmero real B, > 0 (que depende de z fixado), suficiente-

t:ﬂ+1

<1,Vt> By,
ot
dividindo ambos os lados por t? obtemos

1
el < — Wt > B,.
t2

Usando a integral na desigualdade teremos

o0 o0 1
/ el < / —dt
1 B, t?

[e.e]
Assim, / e 't*1dt é convergente. |
1

Proposicao 1.2 A funcao I' satisfaz as sequintes propriedades:



I'(n)=(n—-1)! se neN (1.2)

I'(z+1)=2a'(z), se x> 0. (1.3)

Demonstracgao: Note que

/ e "dr = lim e "dr
0

a—00 Jq
= el
1 1
= A
1
a—ro0 (&
= 0+1=1.

Seja t > 0 uma constante e substituindo na equagao r = st teremos:

/ e *tds =1,
0
* 1
/ e Sds = =
0 t

Usando a regra de Leibniz, e derivando uma vez teremos

d Oofst _i 1 OOa —st - _ —st _
dt(/o e ds>_dt(t):>/0 825( )ds :>/ ds =

Derivasndo uma segunda vez tem-se

d <y d (1 >0 et 1.2 < g 2
E(/o se ds>:%(t—2):>/0 a(se )dS:_t_3:>/0 s‘e ds:ﬁ.

Derivando uma terceira vez obtemos

d - d (2 ©9 L. 1.2.3 /°°3_t 6
“ st g _ Y ds = — ds = —.
dt(/ ) dt():/o 815(56 ) ds " :>O se”"ds = 3

Desse modo, derivando n vezes, tem-se

d ([~ _, d (1 ~ 9 n! o n!
o —s d - . —st d - n —std =
dt" (/0 ) dt”( ):>/0 o () de =~ :>/0 T

Para t = 1, temos que

o que implica em

/ stePds=n!=T(n+1)= / s"e *ds
0 0

5



e assim
o
I'(n) = / " teds = (n — 1)\
0
Para provar (|1.3)) basta integrarmos por partes, ou seja:

Fxz+1) = / tY e dt
0

= [—txet};o—l—x/ trlet
0

= zI'(2)
|
Obsevagao 1.1 Segue-se de que
['(z) =(z— 1)I'(x — 1), para z > 1. (1.4)
De fato, por uma integracao por partes segue que
[(x) = / e dt
0
= (x— 1)/ e T2 dt
0
= (x—=1I'(z-1).
A partir dai, obtemos
1 —1
- (1.5)

I(x—1) T(x)
Obsevacao 1.2 A funcio I' nao estd definida para os valores 0,—1,—2,—3,... De fato, é

possivel ver que a integral em diverge se x = 0, uma vez que

1 1 e—t
/ e it ldt = ——dt
0

Assim como também nao estd definida para qualquer x < 0.



1.2 Integracao de ordem inteira

Nesta secao definiremos os operadores de integracao de ordem inteira, na qual os usare-
mos para definir adiante os demais operadores de ordem fracionéaria, para um estudo mais

completo ver [21].
Considere a,b € R tais que —00 < a < b < co. Denotamos por .Z([a,b]) o espaco das

fungoes reais quase sempre definidas no intervalo [a, b], ou seja;
F([a,b]) ={f :[a,b] = R; para q.t.p = € [a,b] existe f(z) € R}.

O espago das fungoes reais definidas em [a, b] e quase sempre diferenciaveis em |[a, b] sera

denotado por dif([a,b]), a saber:

dif([a,b]) ={f € Z([a,b]); Para q.t.p = € [a, b] existe f'(z).}

Denotamos o espago das fungoes reais definidas e continuas em [a, b] por C([a,b]), e para
neN
C™([a, b)) = {f : [a,0] = R; f, f, ..., f™ € C([a,b])}.

Além disso, denotamos o espaco das fungoes absolutamente continuas por

AC([a,b] ={f € Z([a,b]); f ¢ absolutamente continua em [a, b]}. (1.6)
O espago das fungoes integraveis & Lebesgue, é denotado por L!([a, b]):
L'([a,b]) = {f € Z([a,}]); f & mensuravel e |f| ¢ integravel 4 Lebesgue em[a, b]}.  (1.7)
Consideremos os operadores de derivacao e integragao

D :dif([a,b]) — F([a,b])
f — DF={f

Lo L'(a,b)) — AC([a,b])

f = Ia+f7



onde

I f:]a,b] — R
v o Iy f /f

Da teoria de integracao de Lebesgue, sabemos ser valido o seguinte teorema, o principal

que relaciona os operadores D e [, :

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental do Cidlculo)
(i) Dada f € L'([a,b]), entao D(I,f) = f q.s em [a,b];
(it) Dada f € AC([a,b]), entao Df € L'([a,b] e [T Df(t)dt = f(z) — f(a),Vz € [a,b].

Demonstracao: ver [5].
O Teorema Fundamental do Calculo diz que o operador D é o inverso a esquerda de I, .
Definimos as poténcias dos operadores de D e [, do seguinte modo;
D' = D
D" = D(D" 1) n>2

€
];+1 = o1
[g—&-l = [a+1(12+11) n>2.

Ao aplicar o Teorema Fundamental do Calculo n vezes, concluimos que
D"(I,41) = f,Yf € L*(|a,b]),¥n € N.

Definicao 1.2 Sejam a,b € R tais que —o0 < a < b < 0o en € Ny. Os operadores de

integragao de ordem n, denotados por I e I}' , sao definidos por
Iy LN[a, b)) — L'([a,0))
fo= LS

I L'([a,b) — L'([a,b])
foe Ll

onde, para x € [a, ],



(19, )(x) = ()

(1L )(@) = (s )z / £(0)
| (1 @) = L (T ) nz2,
[ (12 1)(@) = J(2)

(1L f) @) = / 7(0)
\u;,zf)(x)_zb (1 1f ns2

Note que para obtermos a imagem do operador [”,, de uma fun¢ao f € L'([a,b]), ¢

necessario calcular n integrais definidas, ou seja,

/ / / / / f(z,)dx,dx, 1 - - - drsdrodx;.

O mesmo ocorre para o operador I}’ , cuja expressao acima ¢ analoga.

Um fato crucial ¢ que podemos obter I’ e I}’ sem a necessidade de calcular n integrais.
O volume de célculos pode ser reduzido a calcularmos diretamente apenas uma integral, e
para tratarmos deste fato, definimos uma familia de fungoes da seguinte forma:

Para cada n € N fixo e x € [a, b] definimos as fungdes

(t=a)!
Yn(z)(t) = e

I

Obsevagao 1.3 Para todo n € N e todo x € (a,b) temos que
o | )€ o2y
Un(x) € C([x,0]).
On(z)(x) = Yp(z)(2) = 0
(i1) § én(2)(t) > 0,Vt € (a,n);
Un(z)(t) > 0,V € (z,b).



¢1(x) (t) =0,Vt € (a,x);
iy ) 0 = =@V € (00>
Y1 (x)(t) = 0,Vt € (z,b);
| Un(@) () = o1 (2)(t),VE € (2,b),n > 2.
(iv) pam n > 2, ¢p(x) € decrescente em (a,x) e P,(x) € crescente em (x,b).

Obsevacgao 1.4 Paran € N temos

¢n: (a,0) — C([a,2])
Pn ()

I

X

Un:(a,0) = C(la, z])

Lema 1.1 Paran €N, x € (a,b) e f € L'([a,b]) seque que

$n(2)f € L'([a,2]) € ¢n(z)f € L*([2,1]).

Demonstracao: De fato, ¢ f = f e para n > 2 tem-se para q.t.p. t € [a, z].
(I _ a[)nfl

62D O] < T

£ @I,

cuja funcao 4 direita da desigualdade acima pertence a L'([a, z]). Da mesma forma, ¢, (z)f =

f e para n > 2 tem-se para q.t.p t € [x,].

(b _ x)nfl
(n—1)

sendo a fungao a direita da desigualdade acima pertencente a L'([z,b]). |

() @) ()] < [F @)1,

Como consequéncia da observagao acima, estao bem definidas as fungoes

Gn(f):]a, ] — R

v GuN@) = [t = [T ro



H,(f):]a,b] — R
v v (D) = [Cw@osor= [

Teorema 1.2 Sejan € N e f € L'([a,b]), entdo

Lo = Gulf) e L[ = Hu(f),

15to €,

2 nw) = [ E v €

b(f_ gyl
o) = [ s e o)

Demonstragao: Faremos a prova da primeira igualdade por inducao sobre n. A demosn-

tracao da segunda igualdade é analoga.

Paran n = 1, da definicao do operador I}, , temos

0= [ @O0 = Gal)(a). o € ot
Suponha que o resultado seja véalido para n > 1, ou seja,
= / on(z) () f(t)dt = G (f)(x),Vx € [a,b].

Assim segue que

(L @) = ar (L3 ()

- [ o

= /xG tdt

- //¢n s)dsdt
- // tn__slnl s)dsdt

s)dsdt.




Calculando a ultima igualdade, temos que,

O e
S [
- [0 {“}
RN
/¢n+1 ) (s)ds

1.3 Integrais de Riemann-Liouville

Para generalizar os operadores integrais I, e Ij' para n € R,n > 0, introduzimos a

funcao I' e também as fungoes ¢, e ¥,,. Para cada o > 0, definiremos as seguintes funcoes

¢o(x):[a,z] — R

t ¢a($)(t)zw

Vo) [2,0] — R

- %(x)(t)—%

Temos aqui que quando 0 < a < 1, temos —1 < o« — 1 < 0 e portanto, as fungdes ¢, (x) e

1o () terao singularidades no ponto t = x.

Lema 1.2 Temos que/ Go(x)(t)dt e/ Vo (x)(t)dt convergem e sio dadas por

/j%(@(t)dt— ‘”a‘fl /% %



Demonstracao: Sabemos que

logo,

Lﬁuw@ﬁ =

1 * o1
m/ﬂ (l’ —t) dt

1 I3
— i — 1)t
T(a) eoam J, (@ =1)

r@nﬁ?{%i;wji

lim [—(z —1)°]

al'(a) ¢=a 4
1 (0%
Ma+1) glg:?f (=) ]i
1 (0% [0
e dim (=9~ @ a1
1 [0 (64
rem ICER TR
(r —a)*
I'(a+1)

Para verificar [ 1o (2)(t)dt ¢ anédlogo.

é%&m@w _

[

I ot

b

oy [ e
1 im —(t =)’
() gl—>a:+ [ « L

1 (0%

1 : [0 (0%
mgl_lg{ [(b—2)" = (§ —2)7]
1 « «
m[(b—x) —(z — )%

(b — )"
Ia+1)

13



|
A questao crucial para a definicao dos operadores I, e I;* para a > 0 é garantir que

para toda f € L'([a,b]) e x € [a, b] tenhamos

a(@)f € L'([a,b]) e va(z)f € L' ([a,b]).

Com efeito, se a < 1, pelo Lema[L.1] o (2) € 1o () sdo bem comportadas e assim, claramente
concluimos que as pertinéncias acima ocorrem para todo = € [a,b]. Quando 0 < o < 1

¢é necessaria uma anélise diferente e um pouco mais elaborada. Considere as fungoes, para

x € (a,b) e f € LY([a,b]),

ua—l
, se O<u<Lax-—a,
~ ['«)
D, (u) =
0, se u<0ouu>zx—a
e
~ f(u), se wué€la,b]
fu) =

0, se wu<a ou u>b.

Temos que %a, fe Ll(R), entao pela teoria de integracgao existe a convolugao (P, * f), a
qual é uma funcao integravel. Para x € (a,b),
oo b
(o * fi(z) = / Bl — 1) f(t)dt & / B — 1) f(t)dt

) / D, (z — ) f(t)dt = / xqﬁa(a:)(t)f(t)dt,

onde a igualdade (x) é justificada pois }VE 0 em R\|[a,b] e a igualdade (xx) ¢ valido pois se
t >z entdao z — t < 0, e portanto B (z —t) = 0.

A sequéncia de igualdades acima mostra entao que ¢, (z)f € L*([a, z]), e além disso,

/ " ba(0)(0) F (D)t € L ([a,B).

Analogamente a isto, dado x € (a,b) e f € L'([a,b]), defina

(~u)?

Uo(u) = Ou(—u) =< Tla) ’
0, se u>0ouu<z-—0>

se z—-b<u<0
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flu) se w€la,bl,
0 se u¢la,b].

Temos que \Tfa,f € LY(R), portanto estd bem definida a convolucao (¥, * f), a qual é

integravel em R. Para x € (a,b), calculamos.

(B, % F)z) = /_ TG — O F(t)dt = / oz — ) (1)t

= [ Tule-0fwit = [ va@ s

Assim usando argumentos similares aos anteriores, temos que ¥, (z)f € L*([a,z]) e

/ " (0)(B)f(1)dt € L' (a,b).

Agora podemos definir uma generalizacao dos operadores I}, e I}’ .

Defini¢ao 1.3 Seja o« > 0 e [a,b] C R um intervalo compacto de R(—oo < a < b < 00).

Definimos os operadores integrais de Riemann-Liouville de ordem «, por
I Li([a b)) — Li([a,b])
fo= LS
onde
(I f) < fa,b] — R
oo (100 = [ sl O50d = s [ -

I L'([a,0) — L'(la,b])
[ = L/
onde
(2 f) :la,b] — R

v oo (I f)() = / pa(@) O f ()t = = / (= 2 ().
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As fungoes (13 f) e (I f) sao denominadas, respectivamente, integrais fraciondrias de
Riemann-Liouville de ordem « d esquerda e d direita da fungao f.

Para o caso o =0 definimos (12, f)(x) = (If_f)(z) = f(x),Vz € [a,b)].

Obsevagao 1.5 Haja vista o Teorema[I.3, vemos que a defini¢ao acima retorna nas integrais
de ordem inteira quando tomamos o = n € Ny. De fato, para o caso inteiro as integrais

fraciondrias de Riemann-Liouville se dao por

(I8 (@) = f(x), se a=0,
(L= f)(x) = f(z), se a=0,
(L2 @) = (I3 f)(x), se a€N,
(I f)ilx) = (I f)(x), se aeN.

1.4 Derivadas de Riemann-Liouville

Nesta secao introduziremos o conceito do operador de derivagao de ordem nao inteira de

Riemann-Liouville.

Proposicao 1.3 Sejam m,n € Ny comm >n e f € C™([a,b]). Entao
DUf =D (I,

Demonstracao: Como m > n temos que (m —n) € N para f € C"([a,b]), sabemos que
f=D"" (11

Usando o Teorema fundamental do célculo e aplicando D™ em ambos os membros dessa

igualdade, temos
an = D" (Dm—’rL(]:i—n)) — Dn+m—n (Iﬂ_—n) = DM (IZZ-_TZ) \

como queriamos mostrar. |
A partir da Proposigao [1.3] podemos definir formalmente os operadores de derivacao de

ordem nao inteira.

16



Dado a > 0, seja n = [a]+ 1, onde [a] denota a parte inteira do ntumero real nao negativo
a. Defina

Dgyf =D (157 f) e Dy f = (=D)"(L,="f), (1.8)

d n
sendo D = e o operador de derivagao usual de ordem 1 e D" = e o operador derivagao
X rn

de ordem inteira n.

Podemos observar que quando @ = n € N, temos
D2, f = D™V (Iyy f) = D(D(Ius ) = D",

ou seja, Dy, coincide com o operador derivada usual no caso inteiro.

Enfatizamos que a definigao em tem carater formal, ou seja, nao tivemos qualquer
preocupagao com a existéncia das expressoes envolvidas. Para estruturarmos rigorosamente
esta definicao, devemos tomar f em uma classe tal que faca sentido, ou seja, f deve ser
tal que existam I, “f e I;"“f e estas fungoes possam ser derivadas n vezes.

Denotamos os dominios dos operadores D¢, e Di por Dom(Dg, ) e Dom(Dj"). Podemos

ver que
o Para 0 < a < 1= Dom(Dg,) ={f € L'([a,b]); (1.3 f) € dif([a,b])};
o Para 1 <a < 2= Dom(Dg,) ={f € L'([a,b]); D(Iz:°f) € dif([a,b])};
o Para 2 < a < 3= Dom(Dg,) ={f € L'([a,8]); D*(1;:°f) € dif([a,b])},
¢ assim por diante. De modo geral, para o > 0, temos
Dom(Dg,) = {f € L'([a,b]); D137 f) € dif ([a,])},
¢ analogamente,
Dom(Dy) = {f € L'([a,b]); D(1;=* f) € dif([a,b])},

onde [a] denota a parte inteira de «, que coincide com n — 1, na notagdo que estamos

utilizando.
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Defini¢ao 1.4 Sejam a > 0,[a,b] CR com —o00 < a <b< oo en = [a]+ 1. Definimos os
operadores derivadas de Riemann-Liouwville de ordem o, por
D2, : Dom(DZ,) — F([a,b))

fom Df = D15 f)

e
Dy : Dom(Dy ) — F([a,b])
fo= Dy f = (=D)"(1;=°f),
onde D" = T denota o operador deriwacao usual de ordem inteira n. Mais explicitamente,
x?’L
temos
e 3 B TR (19)
r)=———|— T — .
ot I'(n—a) \dz a
e

1 d\" [
Dy == — t— )" f(t)dt. 1.1
D)) = e (32 [ =i (1.10)
As fungoes (Dg,.) e (Dp) sio denominadas, respectivamente, derivadas fraciondrias (de

ordem «) de Riemann-Liouville & esquerda e a direita da fungao f.

1.5 Derivadas de Caputo em dominios limitados

Definiremos nesta secao os operadores de derivada de caputo que serao utilizados no

problema principal deste trabalho.

Definicao 1.5 Sejam o > 0,[a,b] C R com —oo < a <b < oo e DY, e Dy as derivadas

fraciondrias de Riemann-Liouville de ordem «. Considerando

n=la]+1, se a¢N (1.11)

n=a, se ae€Ny |

definimos os operadores derivadas de Caputo de ordem o, ©D2, : Dom(D2,.) — F([a,b]) e

“Dg : Dom(Dg ) — Z(la,b]) por

(CDg-&- ) (ZL’) - (Dg—i-[f _pa]) ("L‘)a (112)
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(“Dp_f) (x) = (Di_[f — p]) (), (1.13)
com 1), n=1 )
nl) =3 -t e min =X P00

As funcées (¢ D e (D™ f) sdo, respectivamente, denominadas derivadas fraciond-
a+ b ) )

rias de Caputo de f a esquerda e a direita.

Obsevacao 1.6 Para a« = n € Ny € imediato que recaimos na deriwada usual de ordem
inteira, ou seja

(DL, f) = (D")(x) (1.14)

(“Di_f) = (=1)"(D" f)(x). (1.15)

Porém, se o ¢ Ny as defini¢oes em € podem ser escritas de forma mais

explicita por

e S o
@D&%:uﬁ+)—§:f¢éé%jﬂx—@ o (1.16)
k=0
¢ n—1 (k)
CD5 1) = (D2) = 3 gy b= o) (1.17)

Obsevagao 1.7 Se a ¢ Ny, as derivadas de Caputo e de Riemann-Liouville de ordem «

cotncidem nos sequintes casos:

(i) - (CD3+ )(x) = (D3+ )(x)’ se f(a) = f'(a) = -+ = f(nfl) = 0, com n dado por
1.11);

(ii) - (°Dg_f) (z) = (Dg_f) (z), se f(b) = f'(b) = -~ = fV =0, com n dado por
1.11).

Assim como fizemos com as derivadas de Riemann-Liouville, ao restringir o dominio do
operador, é possivel obter mais resultados. O préximo teorema apresenta uma propriedade
importante ao considerarmos fungées de classe AC"([a, b]), que em resumo diz que a derivada
de Caputo de uma fungao f pode ser calculada através de uma integral fracionéria da derivada

usual da funcao f.
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Teorema 1.3 Sejam o« > 0 e n dado por . Se f € AC™([a, b)), entdo

(1) - se a ¢ Ny, entao

1

(CDg—s—f) (z) = (]g—gaan) () = T'(n—a)

/z(x — ) () at (1.18)

(“Dpf) (@) = (=1)" (BL=*D"[) (2) =

b
/ (t— 2o F(D)de. (1.19)
(ii) - Se o =n € Ny, entio °D, f e “Dy f sdo dadas por e .

Demonstragao: Se a ¢ Ny, a partir das definigoes das derivadas de Caputo e de Riemann-

Liouville, temos

(“Dgyf) () = (DgiLf = pd]) (2)

_ <%> (I 1f — pa)) (@)

_ ﬁ (%)n / “(a — gyt [f(t) Sl (:!(a) (t - a)k] dt.

Fazendo integracao por partes obteremos

i ) [ ()
+ /z (“En_j);a% [f(t) _ :Zi f<2!(a) (t_a)k] dt}
- o () {%m@ ~ fa)
! /z (aén_ —t);a [f - HZ (J;;(Li(fg! (t— a)<k—1>] dt

_ 1 i " xaj_ n—a—1 | pregy - f(k)(a) _ q)*D)
- T(n—a) (dx) /a( 2 [f ®) Z(k—l)!(t ) ]dt

I(n— o) (m)/ﬁ e I - £ @)l
= ! “(z — et )
~ o [ e

= (I2°D") (@),
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e repetindo os mesmos passos prova-se ([1.19)). [
Agora definimos os operadores de derivada de caputo, podemos enunciar o proximo lema

nos sera util para demonstrar o Lema [3.1] presente no capitulo 3.

Lema 1.3 Para o > 0, a solugao geral da equagao diferencial fraciondria CDg‘Jr:L‘(t) =0¢é
dado por:
x(t) =co+ et +cot? + .+ cpit"
ondec; e R, 1 =0,1,2,....,.n — 1.
deste modo

12 D2 a(t) = x(t) + co + ert + eot? + .o+ cpat"
onde c; e Rji=0,1,2,....,.n—1.

Demonstragao: ver [6]

1.6 Integrais de Liouville

O topico desta secao tem bastante semelhangas com os contetidos abordados nas segoes
anteriores, com tudo é valido destacar essas semelhancas, evidenciando as adaptagoes ne-
cessarias para definir integrais de fungoes reais cujo dominio é R, = [0,00) o semieixo real
positivo.

De modo a definir operadores correspondentes aqueles apresentados na Defini¢ao (1.3
fixemos algumas notagoes para classes de fungoes que serao aqui consideradas.

Representamos por % ([0,00)) o espaco das fungoes reais quase sempre definidas no in-

tervalo nao limitado [0, c0), ou seja,

F([0,00)) ={f :][0,00) = R; para q.t.p. z € [0,00) existe f(z) € R}. (1.20)

Por L'(]0,0)) denotamos as fungoes integraveis a Lebesgue em [0, o) e por L}, ([0, 00))

denotamos o espago das fungoes localmente integraveis a Lebesgue em R, isto é

L},.([0,00)) = {f € Z(]0,00)); para cada b > 0 temos f € L*([0,8])}. (1.21)
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Deste modo, é natural pensarmos a partir da Defini¢ao definir integrais de ordem

arbitraria de fungoes f € .% ([0, 00)) por

5.1)@) = ey | @ =0 ey (122
(12f)(z) = ﬁ /oo(t —2)* " f(t)dt. (1.23)

Obviamente, é necessario que tais integrais convirjam, de modo que as expressoes acima

facam sentido.

Definigao 1.6 Seja o > 0. Definimos o operador integral de Liouville de ordem «, a es-

querda, por

I§y  Lige([0,00)) = Lin([0,00))

foe I
onde
(I, f) :[0,00) — R
1 [ 3
v )6 = o [ =0 (1.24)

A funcao (I§, f) é denominada integral fracionaria de Liouville (de ordem «) & esquerda da
funcao f.

Analogamente, a integral fracionaria de Liouville (de ordem «) & direita da fungao f é
dada por

(I¢f):[0,00) — R

1

v (2D = 5 / Tt = o) ()t (1.25)

onde a funcao f ¢ suficientemente regular, de forma que a integral em ([1.25)) faca sentido.

1.7 Derivadas de Liouville

Assim como na secao anterior, a definicao de derivadas fracionarias no semieixo segue

os moldes apresentados na Defini¢ao Dessa forma, ¢ desejavel definir os operadores
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derivadas de Liouville, que serdo denotados por Df, e D, para fungoes f € .#([0,00)) por

DIy “f e D"I"™ f, ou mais explicitamente,

D500 = roras (1) [ oo (1.26
(D*)(z) = ﬁ (—d%)n/mm(t — ) (e, (1.27)

Asim, como fizemos anteriormente, é de suma importancia ter consciéncia de quais funcoes
admitem as operagoes acima. Assim, um espaco no qual faz sentido a definicao dos operadores

D§, e D é o espaco das fungoes infinitamente diferenciaveis e de suporte compacto em [0, co)

C5°([0,00)) = {f € C*([0,00)); F[a,b] C (0,00) tal que f(z) =0,Vz € [0,00)\[a, b]}.
(1.28)
Um ponto negativo de definir a derivada em questao no espago C§°([0,00)) é que este &
extremamente restrito. Desejamos considerar uma gama maior de fungoes, portanto defini-
mos os operadores em espagos Dom(Dg,) e Dom(D®) analogos aos definidos na Secao 1.5,

ou seja,

Dom(Dj,) = {f € L'([0,00)); D'*UL; " f) € dif([0,00))},

Dom(D?) = {f € L'([0,00)); DN(I*~ f) € dif ([0, 00))}.
O conjunto
E2([0,00)) = {f € L'([0,00)); (I3 f) € AC™([0,00))} (1.29)

também pode ser considerado em meio & nossa anélise, como recurso para se obter fungoes

de regularidade L'([0, 0)).

Defini¢ao 1.7 Sejam o > 0,n = [a] + 1. Definimos os operadores derivadas de Liouville de

ordem «, por

Dy, : Dom(Dg,) — Z([0,00))
[ = Dy f=D"(I3"f),
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onde

(D3+f):[0,oo) - R
v o (D8‘+f)(x)=;<d) [e—orwa as

T(n—a) \dz
e
D% : Dom(D%) — Z(]0,00))
[ = D2f=D"(I"""f),
onde

(D2f):[0,00) — R
1 d\" [
D* = | —— t— )" (H)dt 1.31
oo (D) =t (<) [0 sy
As fungoes (Dy_f) e (D*f) sao denominadas, respectivamente, derivadas fraciondrias de

Liouville (de ordem «) a esquerda e a direita da funcao f.

Exemplo 1.1 Determine a derivada de Riemann-Liouville de ordem « de f(x) = ¢ em que

aceR, eceR

Da definigao de derivada de Riemann-Liouville temos

(Dgsc) = ﬁ (%)n/;(x—t)"o‘l-c dt

Substituindo u = x — t tem-se du = —dt. Set =0=u==xeset=x = u =0, assim
c d\" [°
D2 - _ el n—a—ld
(Dg.c) I'(n—a) (dx) /I “ “
_ _; i n e 0
 I'(n—a) \dzx n—al,
c d\" e
pummy —_—— — 0 J—
I'(n—a) \dz n—a

c 1 a , ..
I'(n—a)(n—a)dz" (=)
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Calculando a derivada de ordem n, obtemos

N B 15 1 F(n — o+ ].) n—a—n
(Dgyc) = "T(h—a)(n—a) (F(n—oz—n—l-l)x >

cx™®  TI'n—a+1)
'n—a+1) I'(l -a)

I'l —a)
Logo, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma fung¢ao constante nao é igual a zero.

No proximo exemplo veremos que isto nao ocorre com a derivada fracionéaria de Caputo.

Exemplo 1.2 Determine a derivada de Caputo de ordem o de f(x) =c, em que « € Ry e

c e R.

Sabemos que

(“Dg.c) = ﬁ/j(m—o“al (%e) dt
- —F(nl—a) /Ox(x — )" 1. 0dt

= 0.

Assim, a derivada de Caputo de ordem « de uma funcao constante é zero.

A seguir, iremos falar sobre espagoes métricos e grau topologico.
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Capitulo 2

Teoria dos Espacos Métricos e Grau

Topolobgico

Neste capitulo, introduziremos diversos resultados preliminares utilizados no desenvolvi-
mento deste trabalho de conclusao de curso, enunciaremos algumas defini¢oes e resultados
importantes da Teoria dos Espacos Métricos assim como algumas nogoes de Grau Tpologico,

que serao utilizados no decorrer de nossa pesquisa.

2.1 Espacos Meétricos

Definicao 2.1 Seja X um conjunto nao-vazio. Dizemos que uma fung¢ao

d: X x X — R, € uma métrica em X se d satisfaz as sequintes propriedades:
(1) d(z,y) =0z =y, Vr,y € X.
(17) d(x,y) > 0,Vz,y € X (Nao negatividade).
(131) d(x,y) = d(y,x),Vz,y € X (Simetria).
() d(z,z) < d(x,y) +d(y,z2),Vz,y,z € X (Desigualdade Triangular).
Dizemos, entao, que o par (X,d) é um espago métrico, onde X é um conjunto e d uma

métrica em M. O namero real d(z,y) é chamado a distancia de z a y.
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Exemplo 2.1 Um exemplo muito importante é o conjunto R dos nimeros reais com a mé-

trica d(x,y) = |x — y|. Relembremos o valor absoluto de uwm nimero real:

z, se x>0
|| = (2.1)
-z, se x<0

Observe que x < |z| e —x < |z|, Vo € R. Vamos verificar as propriedades de métrica:

(i) lxt—y|=0 < z=y. Logo, d(z,y) =0 & x =y, assim a primeira propriedade estd

verificada.

(11) Como, por defini¢ao de mddulo, |x — y| > 0, seque que d(x,y) > 0,Vx,y € R e com

1850 verificamos a propriedade da nao negatividade.

(1ii) Temos que

dz,y) = |z—1yl
= |=(y—a)
= |y -z
= d(y,x).

Assim, d(z,y) = d(y,z) e com isso verificamos a simetria.
(1v) Para quaisquer x,y e z € R, tem-se

d(xz,z) = |xr—z|
= |lz+ty—y—2|
= [(@—y)+(y—2)
< lr—yl+ly—=|

= d(z,y) +d(y, 2)

e assim verificamos a desiqualdade triangular.

Portanto, (R,d) € um espago métrico. Nos nos referimos a d como a métrica valor

absoluto.
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2.2 Topologia dos espagos métricos

Definicao 2.2 Seja X um espago métrico. Sejam xz € X er € R, com r > 0. O conjunto
B.(z)={pe X :d(p,x) <r},

€ chamado de bola aberta em X, de raio r e centro x

Definicao 2.3 Seja X um espago métrico. Sejam x € X er € R, comr > 0. O conjunto
By[z] ={p e X :d(p,x) <r},

€ chamado de bola fechada em X, de raio r e centro x.

Definicao 2.4 Seja X um espag¢o métrico. Sejam x € X er € R, comr > 0. O conjunto
Sr(x) ={p e X :d(p,x) =r},

€ chamado de esfera em X, de raio r e centro x.

Definicao 2.5 Seja X um espago métrico. Dado um subconjunto A C X, um ponto p € A

¢ dito um ponto interior de A se, para algum € > 0 existe uma bola aberta B.(p) € A

Definigao 2.6 Dado um subconjunto A de um espaco métrico X. Chamamos de fronteira
de A em X, denotada por OA, o conjunto formado pelos pontos a € X, tal que, para cada

€ > 0, Bc(a) contém pelo menos um ponto de A e um ponto em X\A.
Em outras palavras, a € 0A < 3 a|B.(a)NA# 0, e B(a)N (X — A) # 0.

Definigao 2.7 Seja A um subconjunto de um espag¢o métrico X. O conjunto formado por

todos os pontos interiores de A é chamado o interior de A, denotado por int(A).

Definicao 2.8 Um conjunto A de um espago métrico X diz-se aberto em X quando todos

0s seus pontos sao interiores, isto €, intA = A. Assim, A C X € aberto, se e somente se,

ANOA = (.

O teorema que segue é um resultado classico que nos garante que as bolas abertas de um

espaco métrico sao conjuntos abertos.
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Teorema 2.1 Em qualquer espa¢o métrico (X,d), uma bola aberta Bc(a) é um conjunto
aberto.
Demonstracao: Seja x € B,(a) e s =1 —d(z,a) > 0.
Afirmamos que B(z) C B,(a).
De fato, basta mostrar que dado y € Bs(x) temos que y € B,.(a). Como y € By(x) =
d(z,y) < s, entao:
d(a,y) <d(a,z)+d(z,y) < d(a,x)+s=r.

Dai, d(a,y) < r. Portanto, y € B,(a). [

2.3 Conjuntos Fechados

Definicao 2.9 Seja X um espago métrico. Dado um subconjunto A C X, um ponto a € A

é dito um ponto de acumulagao de A se, para cada € > 0,

Be(a) N A\{a} # 0.

Definicao 2.10 Dado um subconjunto A de um espa¢o métrico X. Chamamos de pontos

isolados de A, os pontos que nao sao pontos de acumulacao.

Definicao 2.11 Dado um subconjunto A de um espaco métrico X. Chamamos de ponto

aderente a A um ponto p € X se, para cada € > 0
Be(p) N A#0.

Definicao 2.12 Dado uma subconjunto A de uma espag¢o métrico X. Chamamos de fecho

do conjunto A o conjunto dos pontos aderentes & A e o denotamos por A.

Definicao 2.13 Seja X um espago métrico, diz que um conjunto F' C X € fechado quando

seu complementar X — F € aberto em X.

Definigao 2.14 Sejam X um espago métrico e A um subconjunto de X. Diz-se que A €
denso em X se A = X, isto €, se para todo elemento x € X e para todo € > 0, existe a € A
tal que

d(z,a) < e ou B(zx)NA#D.
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Defini¢ao 2.15 Seja (X, d) um espago métrico e dado subconjunto A C X. A distancia de

um ponto x € X ao conjunto A € definida por
d(xz,A) = inf{d(z,a):a € A}, z € X.

Defini¢ao 2.16 O didmetro de um subconjunto E C (X,d), onde (X,d) é um espa¢o mé-
trico, € dado por

diam(E) = sup{d(z,y);x,y € E}.

Definigao 2.17 Se (X,d) é um espago métrico, dizemos que E C X € totalmente limitado
se, para cada € > 0, E pode ser coberto por um nimero finito de bolas de raio €, isto ¢,

existem ay, as, ..., a, € E tais que E C |J_, Be(a;).

2.4 Compacidade e conjuntos conexos

Definigao 2.18 Dado A C R", dizemos que A é um conjunto limitado quando existe k > 0

tal que ||z|| < k, para todo x € A.

Definicao 2.19 Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Uma cobertura de X €
uma familia € = (Cy\)aer de subconjuntos de M tal que
xclJc
AeL
A cobertura € € dita aberta quando cada conjunto Cx, \ € L, é aberto em M.
A cobertura € diz-se finita quando L € um conjunto finito, ou seja, € tem um conjunto
finito de elementos.

Se existe um subconjunto L' C L tal que

e C €, onde € = (C\)rerr, entao a subfamilia € € relativamente a € uma subcobertura de

X.

Definicao 2.20 Um subconjunto X C M de um espago métrico M é dito compacto quando

toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura finita.
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Definicao 2.21 Uma cisao de um espago métrico M € uma decomposicao M = AU B, de
M como reuniao de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B. As condi¢oes M = AU B e
AN B =0 equivalem a dizer que A= M — B e B= M — A. Por consequinte, numa cisao
M = AU B, os conjuntos A, B sao abertos e fechados em M.

Definicao 2.22 A cisao M = AU B diz-se trivial quando um dos abertos, A ou B, € vazio

(e portanto o outro € igual a M ). Assim, a cisao trivial é M = M U (.

Definigao 2.23 Um espago métrico M chama-se conexo quando a unica cisao possivel em
M ¢ a trivial. Um subconjunto X de um espag¢o métrico M diz-se um conjunto conexo quando
o subespaco X C M € conexo. Quando X admite uma cisao nao-trivial, dizemos que X €

desconexo.

2.5 Aplicacoes Continuas

Nesta se¢ao enuciaremos algumas defini¢oes e conceitos que nos serao de grande utilidade

nos resultados que apareceram no capitulo 3.

Definicao 2.24 Sejam X e Y espacos métricos e f: M — N uma aplicagao. Dizemos que
f € uma aplicagao continua em a € X, quando para todo € > 0, existe 6 = d(a,€) > 0 tal que

d(a,z) <0 =d(f(a), f(x)) < € que é equivalente a x € Bs(a) = f(x) € B.(f(a))

Definicao 2.25 Sejam X eY espacos métricos. Um homeomorfismo de X sobre Y é uma
bijecio continua f : X — Y cuja inversa =1 : Y — X também é continua. Neste caso,

diz-se que X eY sao homeomorfos.

Definigao 2.26 Seja (X, d) um espago métrico é uma funcao f : X — X. Dizemos que f €
Lipschitziana se existir uma constante M > 0 tal que

|f(z) — f(y)] < M|z —vy|. A constante M > 0 € chamada constante de Lipschitz.

Exemplo 2.2 Seja f: R — R, tal que f(x) = |z|, vamos mostrar que f é Lipschitziana.
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Temos que

|fx) = fw)l = |lz| =yl

< |z -yl

Assim encontramos M =1 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < M|z —y| logo f € Lipschitziana.

2.6 Sequéncias, subsequéncias e sequéncias cauchy

Definigao 2.27 Uma sequéncia de numeros reais € uma funcao x : N — R, que associa a

cada nimero natural n wm nidmero real x, em vez de x(n).

Definigcao 2.28 Dizemos que (yi),eny € uma subsequéncia de (r,)neny se existe uma sub-

sequéncia (ng)reny C N estritamente crescente tal que yy = y,,Vk € N.
Definicao 2.29 Uma sequéncia é dita convergente se existe x € R de modo que
Ve > 0,dN € N tal quen > N = |z, — z| <.

Definigao 2.30 Uma sequéncia (z,)neny em um espago métrico X € dita ser limitada se o

conjunto de seus x,, for um subconjunto limitado em X.

Definigao 2.31 Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia xy € dita uma sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0, existe N € N tal que
d(xm, x,) < €,Ym,n > N.

De modo mais intuitivo, podemos dizer que as sequéncias de Cauchy sao sequéncias em que

os termos tendem a se aprozimarem, para indices sucientemente grandes.

Definigao 2.32 Um espago métrico (X,d) é dito um espago métrico completo, ou simples-
mente espaco completo quando todas as sequéncias de Cauchy convergem para um ponto de

X.
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2.7 Espacos normados e espacos de Banach

Definicao 2.33 Seja V' um espago vetorial real e R o corpo dos escalares. Uma fung¢ao
|-l : V — RY € uma norma em V se, para quaisquer x,y € V e a € R, as sequintes
condicoes sao cumpridas:

Ni. |zl =0 2=0c¢ || >0 sex #0 (comprimento positivo);

Ny, |az|| = |af||z|| (dilatagao);

Ns. ||z +y|l < |zl + ||yl ; (desigualdade tridngular).

Definicao 2.34 Um espaco vetorial normado, ou simplesmente espaco normado, € um es-

pago vetorial sobre R, munido de uma norma, (V.|| -||)

Definicao 2.35 Denomina-se Espaco de Banach um espag¢o normado completo.

2.7.1 Contracoes

Definigao 2.36 Seja (X, d) um espago métrico completo. Uma aplicagio T : X — X €

chamada uma contracao em X se existir uma constante 0 < k < 1 tal que
d(T(x), T(y)) < kd(z,y) Yo,y € X
Definicao 2.37 O ponto fizo de uma aplicacao T : X — X € um elemento x € X tal que
T(z) = z.

O teorema que segue é um resultado cléssico de analise e é uma ferramenta essencial aplicado
em varios campos da matematica. Neste trabalho, a importancia do mesmo se dara na prova

do Teorema [B.11

Teorema 2.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se X é um espago métrico completo

eT: X — X éuma contragio, entao existe um tunico v € X tal que T(x) = x.

Demonstragao: Contruiremos aqui uma sequéncia (z,) C X e mostraremos que ela é de

Cauchy, de modo que convirja em X. Depois, provaremos que o limite de (z,) é ponto fixo
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de T e que T nao possui outros pontos fixos.

Tome ¢ € X arbitrario e defina uma sequéncia iterada (z,) da seguinte forma:

xr1 = T(xp)

vy = T(x1) = T*(x0)

r, = T(rp_1)=T"(x0)

Observe que

d(:L‘n_H, l’n) = d (T(In), T(l’n_1>>
kd (2, 1)

IN

IN

kd (T(xp-1), T(zn—2)) (2.2)

IN

k2d(xn—1a l‘n—2>

IN

knd<l‘1, ilf(]).

Assim, usando a desigualdade triangular, a soma de uma progressao geométrica e (2.2)), para

n > m, obtemos

d([Em, xn) S d<xm7 xm+1) + d(xm—l—lu xm+2) +-+ d(xn—h xn)
S kmd(iﬂl, iEo) + karld(Q?l, 513'0) +-- knild(xl, :IZ’O)
= (K™ 4+ k™ 4 B d (g, o)
= E"(14+k+- -+ B ™) d(21, 20)
1

Agora, como 0 < k < 1, dado € > 0 existe ng € N tal que, se m > ng temos

km
T % kd(xl,xo) <. (2.4)

Portanto, se n > m > ny, entdo de (2.3)) e (2.4), segue que
d(zpm, x,) < €.
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Ou seja, (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. E, como X ¢é completo concluimos que (z;,)

converge, isto é, x,, — x, com x € X.

Afirmagao 2.1 x € um ponto fizo da aplicagao T.

De fato, da desigualdade triangular e da definicao de contragao temos:

IN

0 <d(x,T(x)) d(z, xm) + d(xy,, T'(z))
d(x, xm) + d(T(2p-1), T(2))

d(z,xm) + kd(xm-1, x). (2.5)

IN

IA

Como z,, — z, fazendo m — oo temos d(z,z,,) + kd(z;—1,2) — 0 e portanto, de (2.5)),
obtemos

d(xz,T(z)) =0.

Isto é, T'(x) = x, portanto x é ponto fixo de T

Afirmacgao 2.2 x € o unico ponto fixo da aplicagao.

De fato, suponha, que y tambem é ponto fixo de T, isto ¢, T'(y) = y. Desde que T é uma
contracao temos
d(z,y) = d(T'(x),T(y)) < kd(z,y)
dai,
(z,y) — kd(z,y) <0
o que implica em,

(1 —k)d(z,y) <0

mas (1 — k) > 0 pois 0<k<1, logo

0 <d(z,y) <0
ou ainda
d(xz,y) =0
e, portanto x = y, onde concluimos que o ponto fixo de T' é tinico. [ ]
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2.8 Operadores Compactos

Apresentaremos nesta secao a definicao operador compacto, defini¢ao essa que aparecera

com bastante frequéncia nos préximos teoremas abordados.

Definicao 2.38 Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se relativamente com-
pacto quando seu fecho X ¢ compacto. Isto significa que toda sequéncia de pontos x, € X
possui uma subsequéncia convergente em M (podendo ocorrer que o limite dessa subsequéncia

nao pertenca a X ).

Definicao 2.39 Sejam E, F espacos vetoriais normados. Dizemos que um operador linear
T : E — F é completamente continuo se T leva sequéncias fracamente convergentes em E

em sequéncias convergentes em F'.

Definicao 2.40 Sejam E, F' espacos vetoriais normados. Dizemos que um operador linear
T : E — F ¢ compacto se T leva conjuntos limitados em E em conjuntos relativamente

compactos em F'.

Lema 2.1 Seja M um subconjunto compacto de um espago normado V e € > 0, existe um

subconjunto finito E de M e uma transformacao continua P de M em E tal que
|P(z) =zl <€ Vze M.

Demonstragao: ver [19]

2.9 Equicontinuidade

Nesta secao apresentaremos o conceito de equicontinuidade que é de grande utilidade no
estudo de fungoes continuas, ademais enuciaremos algumas outras defini¢coes e a partir delas,

demonstrar o teorema de Arzela-Ascoli.

Definicao 2.41 Sejam M, N espacos métricos e E um conjunto de aplicacoes f : M — N.
O conjunto E diz-se eqiiicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal

que d(z,a) < § em M implique d(f(z), f(a)) <€, seja qual for f € E.
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Definicao 2.42 Um conjunto E de aplicacoes f : M — N diz-se uniformemente eqiiiconti-
nuo quando, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que d(z,y) < § em M = d(f(z), f(y)) < €
para toda f € E.

Definicao 2.43 Uma familia .% de funcoes € dita uniformemente limitada se existe K > 0
tal que

lf(x)| < K, Ve e X

Teorema 2.3 (Arzeld-Ascoli). Se (X,d) é um espaco métrico compacto, um subconjunto
F de C(X,R) € relativamnete compacto se, e somente se, € uniformemente limitado e equi-

cotinuo.

Demonstrgao: (=) Suponha que .% é relativamnete compacto, isto implica que o fecho F

é compacto e, por sua vez, é totalmente limitado. Como, .# C .% temos que % é totalmente

limitado, logo, dado € > 0 existem fi, fo, ..., f, € C(X,R) tais que

F | JB:(f).
i=1
Seja f € F, arbitrdrio. Assim, f € B¢(fi,) para algum iy € {1,2,...,n}, assim, para
reX

[F@)] = 1f(@) = fio(x) + fio ()] <[f(2) = fio ()| + | fiy ()]

€ €
3 ° 3 1§za§n MZ

§§+M=M

onde M; = max|f;(x)] e M = max M,.
1<i<n
Portanto |f(z)| < M, para todo x € X e para todo f € .Z e, consequentemente, .% é
uniformemente limitado.
Vamos agora mostrar, que .# ¢é equicontinua. Sejam f € . e, x,2’ € X arbitrarios. Note
que

() = F@)] < |f (@) = filo)| + [ filz) = fula")| + |fi(z") = f(2)]

para cada i = 1,2,...,n. Escolha j € {1,2,...,n} tal que f € B¢(f;), ou seja,

sup | (2) = f(x)] < 3.

rzeX
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logo

IA

[f () = f(2)] [f () = fi@) + | fi(z) = £ + [f;(2) = f(@)]

< Trih@ - K]

Como X é compacto, temos que f1, fa, ..., f, sao uniformemente continuas, em particular,

dado € > 0 tal que

d(z,2') < 6= |fj(x) = f;(2")] < 3

onde segue que,

d(z, ') <0 =|f(x)— f(a')| <e

Como f € .% é qualquer, segue que .# é equicontinuo.

(<) Reciprocamente, suponha que .# ¢ uniformemente limitado e equicontinuo, e assim,
queremos mostrar que o fecho .Z de .# é compacto, ou seja, que .Z é completo e totalmente
limitado. Agora, recorde que o .Z é fechado e esta contido no espaco completo das fun-
¢oes continuas C'(X,R), logo .# é completo, portanto resta-nos provar que .# & totalmente
limitado.

Observe que se .Z é totalmente limitado entdo .# é totalmente limitado. Logo, dado
e > 0 devemos mostrar que existe { fi, ..., fu} C Z tal que

Fc |JB
1<i<n

Por hipétese, temos o seguinte:
1. (Limitacao uniforme) existe M > 0: |f(z)| < M, Ve e X, Vfe.F
2. (Equicontinuidade) existe § > 0: d(z,y) <0 = |f(z) - f(y)| < §, Vo,y € X,Vfec .F
3. (Compacidade de X) existem 1, 2o, ...,z,, € X : X C [J;_, Bs(x:).

Agora, escolha um inteiro positivo m e divida o intervalo [—M, M| em k = 2Mm intervalos
de comprimento % de tal modo que % < 7. Sejam Y1, Y, ..., Yx 08 Tespectivos centros de cada
um dos subintervalos de [—M, M].

Escreva E = {1, 29, ...,x,} C X, F ={y1,v2,...,yr} C R e seja
L={«a:FE — F;a éuma fungao}
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uma familia, claramente finita, constituida por todas as possiveis fungoes o : £ — F'.

Para ca o € L considere uma familia .%, C .%, tal que
Fai={f € Zi|f(@) —alw)| < 7, 1<i<n) (2.6)

onde a(z;) é igual a algum y;, 1 < j <k, e f(x;) pertence a algum subintervalo de [—M, M].
Considere a familia {Z, }4cr, entdo, podemos observar que

F | P (2.7)

a€cl

Além disso, de ([2.6) temos

UZ.c | B (2.8)

a€cl fEFq

De fato f,g € %, e x € X tem-se que, r € Bs(z;) para algum i € {1,2,...,n}, entao

por 2 WA, A por 2
[f(@) —g(@)] < [f(@) = fl@)] + [f(2:) — alz)] + |alz:) — g(z)] + g(z:) — g()]
« £ ELELE_
= 31ty
logo,
sup|f(z) —g(z)| <€
zeX
o que implica,
diam .7, <€
onde segue que
F C B(f).
Portanto, de (2.7)) e (2.8).
7 c | BAf).

feFa
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2.10 O grau Topolégico de Brouwer

Nesta secao introduziremos algumas nogoes sobre grau Topologico de Brouwer para um

estudo mais detalhado consulte |2, [15].

Definicao 2.44 Sejam U e V abertos do R™ e f : U — V uma bijecao. Dizemos que f €
um difeomorfismo se f € uma bijecio diferencidvel cuja inversa f=1 € também diferencidvel.

Dizemos que f € um difeomorfismo de classe C' se f e f~1 sao de classe C*.

Teorema 2.4 (Teorema da Aplicagao Inversa) Sejam U C R™ e f : U C R™ uma
aplicagao de classe C*. Se, para a € U, Jg(a) # 0, entio existem abertos Ve W, contendo
a e f(a), respectivamente, tais que f é um difeomorfismo de classe C* entre Ve W. Além

disso, para y € W temos

Demonstragao: ver [20]

Teorema 2.5 (Teorema de Aproximacao de Weierstrass) Dada uma fung¢ao continua
f :]a,b] = R, existe uma sequéncia de polindmios p,, tais que lim p, = f uniformemente
n—oo

em [a,b].

Demonstragao: Ver [11]

Definigao 2.45 Sejam f : A — R"™ uma funcao continua, A C R" um conjunto aberto e
limitado, e y € R"\0OA. O grau topolégico é uma fun¢ao deg que associa cada tripla (f, A, y)

a um numero inteiro e que satisfaz:

(d1> deg(Id7A7y) = ]-7 vy € A.

(dy) deg(f,A,y) = deg(f, A1, y)+deg(f, As,y), para quaisquer dois abertos disjuntos Ay, Ay C
A tais que y ¢ f(A\(A; U Ay)).

(d3) (Invaridncia por homotopia) (H(t,), A,y(t)) independe do valor de t € [0,1] sempre
que H : [0,1] x A = R™ ey : [0,1] — R™ forem continuas e y(t) ¢ H(t,0A), Vt € [0,1].
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Definigao 2.46 Dados A € R™ aberto, f : A — R funcaio de classe C'(A), sabemos que a
derivada de f em x € A € dada pela jacobiana em x, que denotaremos por J¢(x). Pontos
requlares sao definidos como pontos x € A tais que Jr(x) # 0 Caso contrdrio, x € dito
ponto critico. Se f(x) =y para algum ponto critico x, entao y € dito valor singular. Caso
contrdrio, se y nao € imagem de qualquer ponto critico via f, entdo y € chamado de valor

reqular. Denotaremos por Sy o conjunto dos pontos de criticos da fungao f.

Proposigao 2.1 Sejam A € R™ aberto e limitado, f € C*(A) ey & f(OA). Sey € um valor

reqular de f, entao f~'(y) é um conjunto finito.

Demonstragao: Primeiro mostraremos que os pontos f~!(y) sdo isolados. De fato pois,
como y é um valor regular de f, temos que J; (z9) # 0, portanto, pelo Teorema da Aplicacao
Inversa, existe U = B.(xg) tal que f|y ¢ um difeomorfismo. Logo, para cada zg € f~1(y),
podemos tomar U = B,(x) tal que f~! (y)NB.(z¢) = z¢. Concluindo que todos os elementos
de f~!(y) sao isolados.

Afirmagao: f~'(y) ¢ um conjunto finito.

Suponha que f~!(y) seja um conjunto com infinitos elementos. Logo, existe uma sequéncia

de pontos distintos (z,) C A em f~!(y), e portanto,
(zn) C A C A

Como A é limitado, segue que A é compacto, logo existe uma subsequéncia (Tn;) C (zn) tal
que

Tp, — Tg € A.
Como f é continua e a sequéncia (x,) é de pontos isolados, segue que
y=flan,) =3 flao) = y.
Isso significa que mo € AN f(y), e como y & f(DA), entdo y € f(A). Mas como o pertence

ao conjunto de pontos isolados f~!(y), temos uma contradi¢ao, pois chegamos que xg é o

limite de uma sequencia de elementos de A. Portanto, f~!(y) ¢ finito. |

Defini¢ao 2.47 (O caso regular - y valor reqular). Seja A C R™ aberto e limitado, f € 61(14)
ey ¢ f(OAUSy). Entao definimos o grau topologico de Brouwer da aplicagao f em relagao

a A no ponto y como sendo :
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> sgndy(x), se fH(y) #0
degp(f, Ay) = =</ (2.9)

0, se [T y) =0

onde sgn ¢ a fungao definida por

1, se t>0
sgn(t) = , . (2.10)
-1, se t<0.

Denotaremos aqui o grau topoloégico de Brouwer por degp.

Exemplo 2.3 Seja f: A — R uma aplica¢ao definida por f(x) = sen(x) com A = (0, 5;)

T
ey = 1 Vamos calcular o grau topologico de Brouwer de f com rela¢ao a A no ponto y, ou

seja, degB(f’ A7 y)

Afirmacgao 2.3 degp (f, (0, 57”) , %) estd bem definido.

De fato pois

5%

0A = {o, 7} = f(94) = {0,1}

150 ={oe (0.7) sy =0} = {257}

portanto f(OAUSy) ={—1,0,1}. Assim concluimos que % ¢ {—1,0,1}. Observamos ainda

1 {(%)} = {n1, M2, M3},

e pela defini¢ao de grau topoldgico temos que

g (£.(0.5) 5 ) - T snta)

4

que

Logo

[N
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0
o)
N
sl
N
uO
E
N———
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Il
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Na}
=
=
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=
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<
=
=
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Definigao 2.48 Seja f € C*(A,R"),y ¢ f(OA) ey € f(S). Considere C, a componente
conexa de R"\ f(OA), que contém y. Sendo C, um aberto, exviste v € C,\f(S). Definimos
no que seque-se

degp(f, A y) =degp(f, A, x), Ve € C,\f(9).

Definigdao 2.49 Seja A C R™ um conjunto aberto e limitado. Se ¢ € C(AR") ey €
R™\¢(0A), entao (¢, A,y) € uma tripla admissivel para o grau topoldgico de Brouwer.

2.10.1 Propriedades do Grau Topolégico de Brouwer

Agora enunciaremos algumas das propriedades validas do Grau Topolégico de Brouwer,
onde demonstraremos apenas as propriedades Py e Py, propriedades essas que serao uteis na

demonstracao do Teorema , para as demais demonstragoes consulte [2].
Proposicao 2.2 As sequintes propriedades sao vdlidas:

(P1) - (Normalizagao) Sejam I; : R” — R" a fun¢ao identidade e A um subconjunto aberto

e limitado do R". Entao,

degB(Id7A7y) = 1a Vy € A
(P,) - (Translagao) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Entao,
degB(fﬂ A> y) = degB(f - Y Av O)

(Ps) - (Aditividade) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Se A;, Ay C A s@o abertos e
disjuntos com y ¢ f(A\(A; U Ay)), entao

degB(fa A> y) = degB(f? A17y) + degB(f7 A27y)'

(P,) - (Excisao) Seja (f,A,y) uma tripla admissivel e considere um conjunto compacto

K C Atal que y ¢ f(K). Entao,

degB(f7 Aa y) = degB(f7 A\K7 y)
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(Ps) - (Continuidade em relacao & funcdo f ) Sejam f € C(A,R") ey ¢ f(OA). Existe uma
vizinhanca V de f na topologia C'(A, R"), tal que para Vg € V temos que:

(i) y ¢ g(0A);

(i) degg(f, A,y) = degp(g, A, y).

(Ps) - (Invariancia local) Seja (f, A, y) uma tripla admissivel. Entao, existe uma vizinhanga

V' de y tal que, para todo z € V, degg(f, A, z) esta bem definido e
degB(f: A7 Z) = degB(fa A7 y)

(P;) - (Propriedade do bordo) Sejam (f, A,y) e (g, A,y) triplas admissiveis. Se f(z) = g(x)
para todo = € 0A. Entao

degp(f, A,y) = degg(g, A, y).

(Ps) - (Existéncia de solucao) Se degg(f, A,y) # 0 entao existe zg € A tal que f(z¢) =y

(Py) - (Invariancia Homotopica) Se H € C([0,1] x A,R"),y ¢ H([0,1] x A) e y é um valor
regular de H(t,.) € C'(A,R") para todo t € [0,1]. Entao

degp(H(t,.),A,y) =k, Vt € [0,1], onde k é uma constante.
Demonstragao: (Fx) - Sejam f € C(A,R") e y ¢ f(OA), e r = d(y, f(0A)) > 0. Como

C%(A,R") ¢ denso em C(A,R") pelo Teorema de Aproximacdo de Weierstrass existe g €
C%(A,R™), com [|g — f|loo < g, tal que

degp(f, A y) = degp(g, A, y)

onde |lg = fllec = sup|g(z) — f(z)|.
€A
Escolhendo y; suficientemente proximo de y com y;, € C,\g(5), temos

degp(g, A, y) = degp(g, A, y1).

Sendo degg(f, A,y) # 0, por hipotese, temos que degg(g, A,y1) # 0, implicando que existe
zo € A tal que g(xo) = y1.
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Afirmagao 2.4 y € f(A).

De fato, caso contrério

y ¢ f(A) com d (y, f(A) > 0.

Fixe 6 > 0 e considere o seguinte conjunto (]‘(Z))(S = {z € R";d (x, f(ﬁ)) < 0} que é

uma delta vizinhanca de f(A), onde
1 —
0<6d< Qd (y,0(f(A))).
Fixado g de maneira que [|g — f|lo < & temos que g(A) C (f(A)),. De fato,
9(2) = F(@) < llg = fll < € < 6. onde 0 < e < 5.

2

Assim
o que implica
e consequentemente

Logo g(A) N {y1} = 0, que é um absurdo, pois y; € g(A). Portanto, y € f(A) e segue-se que
existe zyg € A tal que f(zg) = y.
(Py) - Para 7 € [0, 1] fixado, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

t e [0,1],’75—7_’ <= HH(at)_H(aT)“oo <E€

Usando a propriedade Ps, temos que a aplicagao t — degz(H (-, 1), A, y) é localmente cons-
tante. Sendo [0, 1] um conjunto compacto e conexo, segue que a func¢ao t — degz(H (-, 1), A, y)

¢ constante, isto ¢

degp(H(t,.), A,y) =k, Vt €]0,1].
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2.11 Grau de Leray-Schauder

Na secao anterior definimos o grau Topologico de Brouwer para dimensao finita, onde
bastava ser verificada as proprieades da Definigao [2.45] Nesta segao trabalharemos com o
grau Topologico em dimensdes infinita, para mais detalhes consulte [17].

Antes de definirmos o grau de Leray-Schauder, vamos precisar de alguns resultados e

nogoes preliminares.

Definicao 2.50 Sejam E e F' espacgos de Banach e M C E um conjunto qualquer. Dizemos

que a aplicagao T : M — F' € completamente continua se

(1) T € continua;

(ii) T(A) é um conjunto compacto para todo A C M limitado.

Se, além das propriedades (i) e (ii), tivermos T'(M) compacto, dizemos que T € uma aplica¢ao

compacta.

Definicao 2.51 Sejam E um espaco de Banach, U C E um conjunto qualquer e A C E um
conjunto aberto e limitado tal que A C U. Considere uma aplicacio completamente continua
T:U—=E. Se f:U— E ¢ definida por f(x) =x —T(x) ey € E\f(QA), entao dizemos

que (f, A,y) é uma tripla admissivel para o grau de Leray-Schauder.

Definicao 2.52 Sejam E e F' espagos de Banach e M C E um conjunto qualquer. Dizemos
que a aplicagio T : M — F tem dimensao finita se T (M) estd contido num subespago de F

de dimensao finita.

Lema 2.2 Sejam FE e F espagos de Banach. Assuma que M C E seja um conjunto limitado
e considere uma aplicagao compacta T : M — F. Entao, para todo € > 0, existe T, : M — F
de dimensao finita tal que ||T(x) —T.(x)||F < € para todo x € M, onde || - || denota a norma

em F.

Demonstragao: Ver [17]
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Corolario 2.1 Sejam E um espaco de Banach e K C E um conjunto compacto. Para todo
e > 0, existe um subespaco de dimensao finita V. C E e uma fun¢ao continua g. : K — F,

tal que, para todo x € K, ||z — g.(z)]| < e.

Lema 2.3 Sejam E um espaco de Banach e A C E um conjunto aberto e limitado. Considere

uma aplicagio compacta T : A — E e defina f : A — E por f(x) = x — T(x). Entdo:
(i) f ¢ uma aplicagio propria de A;
(13) f € uma aplicagao fechada.

Demonstragao: Ver [17]

Lema 2.4 Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Tome Ty, Ty : A — E aplicagdes de dimen-

soes finita tais que, para todo x € A,
[T1(z) = T(x)|| < d(y, f(OU)) e [[To(z) = T(x)]| < d(y, f(OA)),
onde T'=1— f. Considere o sequinte:

o S = span{Ti(A)U{y}}, So = span{To(A)U{y}} e S = S; + Sy (onde span representa

o0 espago gerado pelo conjunto em questdo);
o A1 =ANS) e Ay =ANSy;
o 1:ANS = Sefi:ANS — S as aplicacdes definidas por
filz) =z —Ti(x) e fo(x) =z — Ta(x).

Entao, as triplas (f1|217 A, y) e (f2|22, A,, y) sao admissiveis para o grau de Brouwer

e

degB (fl'ZlaAny) = degB (f2|22aA27y) .

Demonstragao: Ver [17]

Defini¢ao 2.53 Sejam (f, A,y) uma tripla admissivel e T:4— FE uma aplicacao de di-

mensdo finita tal que, para todo x € A

IT(x) — T(x)| < dly, f(DA)),
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onde T = I — f. Defina ]?: A — FE por f(x) =1 — f(x) Se S C E é um espaco vetorial
de dimensao finita tal que y € S e T\(Z) C S, entao definimos o grau de Leray-Schauder de

(1, A,) por
degys(f, A, y) = deg (Flams: A0 S,y)

onde deg; ¢ denota o grau topoldgico de Leray-Schauder

Assim como feito para o Grau Topolégico de Brouwer, enunciaremos algumas propriedades
para o Grau Topolégico de Leray-Schauder, onde demonstraremos apenas as propiedades (FPs)
e (Pg), as demais propriedades o leitor pode consultar [17].

Proposigao 2.3 As sequintes propriedades sio vdlidas:

(P1) - (Normalizacao) Sejam E um espago de Banach, I : E — E a aplicagao identidade e

A um subconjunto aberto e limitado de E, entao, para todo y € A,

deg,s(1,A,y) =1

(Py) - (Translagao) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel, entao (f —y, A,0) é admissivel e
degs(f, A, y) = deg s(f —y, 4,0).

(Ps;) - (Aditividade) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Se Ay, As C A sao abertos e
disjuntos com y & f(A\(A; U Ay)), entdo (f, A1,v) e (f, Az, y) sio admissiveis e

degLS(f? A7 y) - degLS(fv A17 y) + degLS(f7 A27 y)

(Py) - (Excisao) Seja (f, A,y) uma terna admissivel e considere um conjunto compacto K C

A tal que y ¢ f(K). Entao, (f, A\K,y) € admissivel

degLS(f7 Av y) = degLS(f? A\K’ y)

(Ps) - (Continuidade em relagao d fungao T') Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Entao,

sendo T =1 — f, existe € > 0 tal que, para toda aplicagao compacta P : A — E com

sup||[P(x) —T(z)|| <€
€A
a tripla (I — P, A,y) € admissivel e
degLS(I - P7 Aa y) - degLS(f7 Au y)
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(Ps) - (Invariancia homotdpica) Sejam E um espago de Banach e A C E um conjunto aberto
e limitado. Considere y € E e uma aplicagao compacta F : A x [0,1] — E tais que

x — F(x,t) # y para todo x € DA e para todo t € [0,1]. Entao,
degLS(I - F(7 t)a A7 y)
nao depende de t.

(P;) - (Invaridncia local) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Entao, existe uma vizinhanga

V de y tal que, para todo z € V|, deg; o(f, A, z) esta definido e
degs(f, A, 2) = degs(f, A, y).
(Ps) - (Existéncia de solugao) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Se
degrs(f, A, y) # 0,
entao existe v € A tal que f(x) =y.

(Py) - (Propriedade da fronteira) Sejam (f, A,y) e (g, A,y) duas triplas admissiveis tais que
floa = gloa - Entao,

degrs(f, A,y) = deg;5(g, A, y)

Demonstracao: (Fs) - Faga, para todo t € [0,1], H(-,t) = [ — F(-,t) e r = d(y, H(OA x

[0,1])). Vamos mostrar que r > 0. Para tanto, defina a fungao

H:Ax[0,1] —» ExR
(z,t) — H(z,t) = (x,t) — (F(z,1),1),

ou seja,

H(z,t) = (x — F(x,t),0).
Agora, defina F:Ux [0,1] = E x R por
Fx,t) = (F(x,t),t).

Segue que

H=I-F.

49



Afirmacgao 2.5 Fe¢ compacta.

De fato, primeiramente, F' é compacta logo F' é continua, entao F é continua. Tome, agora,
uma sequéncia (z,,t,) C Ax [0,1]. Como [0, 1] &€ compacto, existe uma subsequéncia (t,,) C
(t,) tal que

lim ¢,, =ty € [0, 1].

j—o0

Pela compacidade da aplicacao F', existe uma subsequéncia (xnjk , tnjk) C (wy,t,;) tal que

im F(zy;, ,tn;, ) = Yo € E.

s
k—o0 Tk

Logo,
lim F (2, ,te, ) = Hm (F(2, t, )ita, ) = (Y0, to).

ko0 "k "Mk k— 00
Portanto, F ¢ uma aplicagao compacta.

Usando o Lema , segue que ﬁ[(@A x [0,1]) é um conjunto fechado, ou seja, H(OA x
[0,1],0) é um conjunto fechado em E x R, o que implica H(9A x [0,1]) é um fechado em FE.
Como y ¢ H(0A x [0,1]), podemos concluir que r > 0.

Defina K = F(zx—[(),l]) C E. Pelo Corolario existe um subespaco de dimensao
finita Sz C E e uma fungao continua g: : K — S verificando, para todo z € K,

r
e g5l < £
Seja H, : A x [0,1] — E definida por
Hy(z,t) =z — g (F(z,t)).
Veja que, para todo x € A e para todo ¢ € [0, 1],

[H(z,t) = Hy(2,0)]| = ||z = F(z,1) =z + g5 (F(x,1))]],

portanto
r

1H (z,t) — Hy (2, )| = [[F(2,t) — g 5

(F(z, )] <

r
2

Segue, para todo t € [0, 1], que

r
sup | H (z,t) — Hi(z, 1) < 3

T€EA
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Dai, aplicando o item Pj5 acima, temos, para todo t € [0, 1],

degLS<H<'7 t)a A, y) = degLS(Hl(-, t), A, ?J)

Seja S C E um subespago de dimensao finita contendo y e gz (F (A x [0,1])). Aplicando

a defini¢do do grau de Leray-Schauder, podemos concluir que, para todo ¢ € [0, 1],

degLS(Hl('vt)7Aay) = degLS(Hl('vt)|UﬂS>A N S7 y)

Finalmente, usando a Proposicao , item (Py), concluimos que

degLS<H<'7 t)v A7 y)
nao depende de t.
(Ps) - Para todo n > m, existe T}, : A — E de dimensdo finita tal que

ITo(e) — T < -

para todo x € A, onde T = I — f. Sejam
S, = span{T,(A)U{y}} e A, = ANS,.
Assim,
degLS(fa A, y) = degB((I - Tn)‘ZﬂSnv Ay, y)‘
Por hipotese degp((I — Ty)|4ns, An,y) # 0 e aplicando a proposigao item (Fg), existe
x, € A, tal que

zn — Th(z,) = v. (2.11)

Como T'|4 ¢é compacta e, para cada n, =, € A, entdo podemos assumir, sem perda de
generalidade, que a sequéncia T'(x,) converge para algum p € X. Dai, por (2.11)), (z,)

converge para y + p € A. Pela continuidade da funcdo f, obtemos

flp+y) = xh—glo f(x,) = lim [z, — T(z,)] = vy.

T—r0o0

Sabemos que y ¢ f(OA), portanto p + y € A. Desta forma, a equacdo f(z) = y admite a
solugao p + vy [

o1



Capitulo 3

Existéncia de solucoes para uma classe
de equacoes diferenciais fracionarias
usando Teorema do Ponto fixo e Grau

Topologico

Neste capitulo, seguimos fielmente as idéias abordadas no artigo [I]. Provamos a existéncia
e unicidade de solucoes para uma classe de equacgoes diferenciais fracionarias nao lineares de

ordem ¢ € (1,2] com condigoes de fontreira integral. A saber:

P) Dix(t) = f(z,t(z)), 0<t<l, 1<qg<2 (3.1)
2(0) =0, z(1)=a [ z(s)ds, 0<n<1,

onde “D? denota o operador derivada fracionaria de Caputo de ordem ¢, a nao linearidade
f:10,1] x X — X & continua, e a € R é tal que a # 2/n%. Aqui, (X, ||.]]) ¢ um espaco de
Banach e C = C([0, 1], X') denota o espago de Banach de todas as fungoes continuas de [0, 1]
em X dotadas com uma topologia de convergéncia uniforme com a norma denotada por ||.]|.

O primeiro resultado obtido a partir do Lemall.3]¢é a unicidade de solugao para o problema
de valor de fronteira (3.1).

Lema 3.1 Uma unica solucao do problema de valor de fronteira ¢ dada por
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o) = ﬁ/o(t—s)qlf(s,x(s))ds
2t ! o1
- (Q_QUQ)F(Q)/O (1 =) fla,ale))ds

b o [ ([ = s atman ) ds

Demonstragao: Para algumas constantes ¢y, c; € X, temos

x(t) = If(t,x(t)) — co — c1t = )

Para z = 0 temos:

z(0) = 0
1

L /0 (t — S)q’lf(s, x(s))ds — ¢, — c1t.

— —)/0 (0—5)1""f(s,2(5))ds — cg — ¢; - 0.

I'(q
Deste modo encontramos que ¢, = 0. Logo

L / (t = )" (s, 2(s))ds — 1 -1

"0 = g

Sabemos que
n
z(l) = 04/ z(s)ds, 0<n<lLl
0

Fazendo uma substituicao de t = s e s = m, temos

x(l):a/onx(s)ds -

(3.2)

oz/on ﬁ /Os(s — )t f(m, 2(m))dm — cl.s} ds

= a/on ﬁ /Os(s - m)q_lf(m,x(m))dm: ds — oz/o77 c1.5ds
— ! L ’ g—1 ] _ !
= a/o T /0 (s —m) f(m,m(m))dm_ ds acl/o sds
- s : 275=1
= a/on ﬁ/o (s — m)q’lf(m,m(m))dm_ ds — acy [%] .
ou seja
s 2
z(1) = a/on [ﬁ/g (s — m)q_lf(m,x(m))dm} ds — acl%.
Ao analisarmos z(t) na condic¢do de fronteira, para ¢ = 1 obtemos
1
(1) = ﬁ/o (1= )1 (s, 2(s))ds — c1.
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Logo, de e , tem-se
L 1 —5) (s, x(s))ds— ¢ = a ni Ss—mqfl m,x(m))dm 5—04077—2
w @t —a = a [*| s [t atmyin] ds - o

de onde segue que

i [0 s == [a [ [ [ o= m matonyyim] ds - ae D] <o
ou ainda
77/ (1= 8 (s, als))ds — [ [ 6= mr st atmim] as +ac = c.

Subitraindo o termo aclg de ambos os lados da ultima equagao, obtem-se

o — acﬂ; b /01(1 )L f (s, 2(s))ds — oz/on {L /Os(s _ m)q_lf(m,x(m))dm} ds.

I'(q) I'(q)
Dali,
a(2 _2 o) — F(lq) /01(1 —5)17 f(s,2(s8))ds — 04/077 [ﬁ /08(5 —m)*! f(m, x(m))dm} ds
e entao

Cc1 =

Assim substituindo ¢; na equagao [3.2] obtemos que

o) = ﬁ/o(t—s)q_lf(s,x(s))ds

2 ! 1
— m/{)(l—s) f(s,z(s))ds

+ e | ([ 6= s atnan ) s

|
Tendo em vista o Lema definimos um operador F : C — C da seguinte forma
1 t
Fx)(t) = —/ t— )17 f(s,2(s))ds
(F)(t) F(C])o( )7 f (s, 2(s))
o n /1(1 —5)77 f(s,2(5))ds
(2 —an*)I'(q) Jo 7

i % /077 (/OS(S B m)qlf(maﬂm))dm) ds, tel0,1].

Para provar os principais resultados, precisamos das seguintes condigoes
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(Ay) |Ift,x) — f(t,y)|| < Lz —y||, paratodo t € [0,1], L >0, z,ye X
(A2) |If(t, )| < u(t), para todo (t,z) € [0,1] x X, e u € L*([0, 1], R™).

Por conveniéncia, vamos definir

1 2[(q + 1) + |an?™]
A= D <1+ 2= arllg+ 1) ) (3.5)

3.1 Existéncia de solucao através de ponto fixo em um
espaco de Banach
Nesta secao demonstraremos um dos principais resultados deste trabalho.

Teorema 3.1 Suponha que f :[0,1] x X — X seja uma fun¢ao conjuntamente continua e

1
satisfaca a hipdtese (Ay) com L < e Entao o problema do valor de fronteira tem uma

unica solucao.

Demonstracao: Tomando sup |f(¢,0)] = M e escolhendo r > :
te[0,1] 1—-LA

FB, C B,, onde B,(0) :={z € C: ||z| <r}. Para z € B,, temos que

mostraremos que

(Fz)(t) = (Fi2)(t) + (Fax)(t) + (Fsz)(1)

onde
1 t 1
F)t) = Fo [ =9 falo)as (3.6)
ot ! 1
Fa)t) = g [ (1= 97 sa()ds (37
2at K s q—1
(ng)(t):m/o (/o (s —m) f(m,x(m))dm) ds. (3.8)
Como
[(Fz)@)] < [[(Fiz)(@)[| + [|(F2z) @) + [[(Fsz)(¢)]] (3.9)
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estimaremos os funcionais Fy, Fy e F3.

Temos que

I(Fr)@)] =

H t—sq Lf(s,2(s))ds

< m / (t— )7 | £ (5, 2(5))]] ds.

Usando a relagao |A — B| + |B| > |A|, temos

IF)@) < -

1

@/0 (t— )7 (| f(s,2(s)) = £(5,0)]| + [ £ (5,0)])ds.

Usando a condigao (A;), sup |f(¢,0)] = M e ||z|| < r iremos obter

I(Fu)(®)] <

te(0,1]

1

1

IN

5 / (t — )" (Llx(s) = O]] + 1/ (s, 0)[)ds

o /0 (t— )7 (Lr + M)ds

(L’I“—I—M) /0t<t_ S)q_ldS

['(q)

(Lr 4+ M)

['(q)
(Lr+ M)

['(q)

S
(%)

(Lr+ M)
I(g+1)

De modo analogo estimaremos Fy, ou seja:

[(Fa2) (1)

IN

IN

IN

2t

W/o (1 —=98)7"f(s,x(s))ds

‘(Q—an
ot

(2 —an?)I'(q)

2t

(2 —an?)I'(q)

2t

(2 —an?)I'(q)

2t

(2 —an?)I'(q)

[ =it oo
[ = 9 U s69) = 76,001+ 15,0 s
/01(1 —8)" (Lllz(s) = Ol + [ f(s,0)])ds
/01(1 — )7 (Lr + M)ds
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Desse modo, por (3.9) e as estimativas de Fy, Fy e F3, teremos

el < G
! (<q+1>)‘<2 =
- e el ()]
- (lf(iztr]\s){ +‘(2—0”7) +'(2—22n2) (c?qjl)}
< e (U e )
= (Lr+ M)A
<

Para x,y € C e para cada t € [0, 1] teremos o seguinte:

|(F2)(t) — (Fy)()]] = HFL /Ot@—s ]
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assim usando desigualdade triangular temos que:

120 - @O < s [ 0= 1G5 0(60) = Flssulo)as
+ 'Q_M S| [0 o) = slsptsDlas

! ' 2—om ‘/ ( m)T 1||f(m=$(m>>—f(m,y(m)Hdm) ds
usando (A;) temos:
[(F2)(t) = Fy)O)]] < Llz —yll5 ) / (t—s)"ds

+ LH:U—Z/H‘ ‘/ (1—s)""ds

+ Lz — yH‘ ‘/ < )9 1dm)d3

L 2[<q ! 1> T oy “])
< —— (14 z—
r<q+1>( 2+ ) el
— LAz —yll

onde A é dado por . Observe que A depende apenas dos parametros envolvidos no
problema. Como L < 1/A, implica que LA < 1 portanto F é uma contragdo. Assim pelo
Teorema do Fixo de Banach, existe uma tnica solu¢ao para o problema. |

Agora, provaremos a existéncia de solugoes de aplicando o teorema do ponto fixo de
Krasnoselskii, onde primeiramente demonstraremos o Lema [3.2 necessario na demonstragao

do mesmo.

Lema 3.2 Se B ¢ uma aplicagao de contracao de um subconjunto X de um espaco normado
S em S, entao I —B é um homeomorfismo em X para (I—B)X. Se (I—B)X € pré-compacto,

X também é.

Demonstracao: Claramente I — B é continuo, pois B é continuo e I também, assim
|(I = B)z — (I = B)yll = |lv = Bx —y + Byl| = ||(z — y) — (Bx — By)||.
Usando desigualdade triangular temos que
(z —y) = (Bx = By)|| = ||z — yl| = [|Bx — Byl|
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Como B ¢é uma contracao, temos que
|Bx — Byl| < kllz —y]
logo
|l = yll = [|Bz — Byl|| = (1 = k)||z — y]]

(onde 0 < k < 1) de modo que (I — B)™! seja continua, a mesma desigualdade mostra que

X1, Ta, ..., T, € uma extensao para X se
(I — B)xy,(I — B)xs,...,(I — B)x,

(1 — k) é uma extensao para (I — B)X. |
Teorema 3.2 (Ponto fixo de Krasnoselskii’s) Seja M um subconjunto convexo fechado e nao
vazio de um espaco de Banach X. Sejam A e B operadores tais que:

(a) Az + By € M para quaisquer x,y € M;

(b) A € compacto e continuo;

(¢) B € uma aplicagao de contragao.
Entao exite z € M tal que z = Az + Bz
Demonstragao: Para cada y € M a equagao

z=Bz+ Ay

tem uma tnica solu¢ao z € M, desde z — Bz + Ay define uma aplicacao de contracao de M
em M. Porisso z = (I — B)"' Ay em M. Pelo Lema[3.2] (I — B)™*A ¢ continuo e compacto
sobre M em M. Pelo Lema (I — B)™'A tem um ponto fixo em M, este ponto y é o

necessario. [ |

Teorema 3.3 Seja f : [0,1] x X — X wma funcao conjuntamente continua que mapeia
subconjuntos limitados de [0,1] x X em subconjuntos relativamente compactos de X, e as

hipdteses (A1) e (Aa) ocorrem com

L 2[(q+ 1) + |a|n®™]
r<q+1>< 2= an?l(g+1) ><1'

Entao o problema de valor de fronteira tem pelo menos uma solug¢ao em [0, 1].

(3.10)
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Demonstragao: Tomando sup |u(t)| = ||u|], fixamos
0,1]

—o _ull (L+ﬂ@+1%+wmﬁq> (3.11)

r =
L(g+1) 12 —an?l(qg+1)

com By = {z € C: ||z|| <7}. Definimos os operadores P e Q sobre B como:

Po)t) = [T s (s

2t ' 1
(Q0)() = — G [ (1= 9 fsa()ds
20t " s -1
+ —(2_0”72)F(q>/0 (/0 (s —m) f(m,x(m))dm) ds.
Para z,y € Br
I 1
IPr+Qull < g [ (=9 s a)las

+ || [ =9 G steplas

+ \%/ ([ ts = mpstm. ol ) @

< o [ s

+ || [ a9 e

+ \%/ ([ = 1||u<>r|dm)dsl

= e [ [ =t | =2 [l
0l =2 ([ (s = i) as

< o (e )

< T

Assim Px + Qy € Br. Segue da condicao (A1) que
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(@00~ (@] = |~ G—rmmg [ (=9 (o) = fsu(oas

+ ammsim [ (] = mr G atm) = o)y ) as
< || [ =9 st = slssatoniis
+ g [ (] = mrisn. st - son.yomllan) as

< 1l g [ ‘jy]lds
< oo e ) Il 6.2

De e , tem-se
1(Qz)(t) — (Qy)®)II < ||z — yll

mostrando que Q é uma contracao. A continuidade de f implica que o operador P é continuo.

Além disso, P é uniformemente limitado em Br com

Pt —s) !
/0 ) f(s,u(s))ds

TS e ute)lds
| S ala

bt —s)at

< / s

= M t —5)7 s
- F(Q)/o(t )

_ (Y
a (F(Q)> q
I
I(g+1)

(P2l =

IN

<

Agora provaremos a compacidade do operador P.
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Tendo em vista (A;) definimos sup  |f(t,z)| = f, e consequentemente temos

(t,z)€[0,1]x B
[(Pa)(t) — (Pa)( H t
- H zl—s>q1f<s,x<s>>ds—ﬁ | = p(satsas
_ H_ =) = (=9 flsa(eDds+ [ (2= ) (sn(s)ds
< mp(tg—tl) + 11 — 3],

que ¢ independente de x. Portanto, P é equicontinuo. Usando o fato de que f mapeia
subconjuntos limitados em subconjuntos relativamente compactos, temos que P(7)(t) é
relativamente compacto em X para todo t, onde o/ é um subconjunto limitado de C. Entao
P é relativamente compacto em By . Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, P é compacto
em Br. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Krasnoselskii’s o problema de valor de

fronteira (3.1]) tem pelo menos uma solugao em [0, 1]. ]

3.2 Existéncia de solucao através da teoria do grau de
Leray-Schauder

O proximo resultado nos garante que sobre a condigao |f(t,x)| < k|z| + M, o problema

(3.1) admite pelo menos uma solugao.

Teorema 3.4 Seja f : [0,1] x R — R uma fungao continua em [0,1]. Suponhamos que
existem constantes 0 < k < 1/A, em que A € definido em e M > 0 de modo que
lf(t,x)| < klz| + M para todo t € [0,1],z € C[0,1]. Entdo o problema de condi¢io de

fronteira tem pelo menos uma solucao.

Demonstragao: Vamos definir um operador F : C[0, 1] — C[0, 1] dado por

r=Fz (3.13)

63




onde

(Fo)t) = fégé<r—@q{ﬂax@»m
2 ! o1
~ a0 s

b g [ ([ = natm)yam ) s

Tendo em conta o problema de ponto fixo , basta provarmos a existéncia de pelo menos
uma solu¢do z € C[0, 1] que satisfaca (3.13). Defina uma bola adequada Br C C[0,1] com
raio R > 0 onde

Br = {x e C[0,1] : %g}flm( )| < R} (3.14)

em que R serd fixado mais tarde. Basta entdo mostrar que F : Bg — C[0, 1] que satisfaca
x # AFx, Vx€dBg, VYAe][0,1]. (3.15)
Vamos definir
H(\z)=AFz, xe€C(R), Xel0,1]. (3.16)

Entéao, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, hy = x—H(\, z) = x—AFx é completamente continuo.
Se (3.15) for verdade, entao os seguintes graus de Leray-Schauder estao bem definidos, e pela
Proposicao item (Ps), segue-se que

deg(hy, Br,0) = deg(I — \F, Bg,0) = deg(hy, Bg,0)
= deg(h07 BR7 O) = deg([> BR7 0) =1 7& 07 0€ BR
em que I representa o operador identidade. Pela Proposi(;fiitem (Ps), hi(t) = x—AFz =

0 para pelo menos um x € Bg. Para provar (3.15) assumimos que x = AFx para algum

A € ]0,1] e para todo t € [0, 1] de modo que

0 = FED)
< i | =9t as
+ || [ =9 G st las
t gl [ (] = m s stmpan) as
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dai,

()] < (MxL+AD[F%yA%t—sﬁlds+ @izg?rTij%1—sy]d%

G P VA I

klz| + M (1 2[(q+1) + |04|77q“]>
I'(qg+1) 2 —an?|(q+1)
= (k|lz| + M)A

de onde tem-se
MA

< .
o < A
Tomando R = MA/(1 — kA) + 1, (3.15) é valido e isto completa a prova. [

3.3 Exemplos

Aprasentaremos nesta segdo alguns exemplos usando os Teoremas [3.0] e [3.4] com nao

linearidade f especifica.

Exemplo 3.1 Considere-se o sequinte problema de valor de fronteira de uma integral fraci-

onara

(3.17)

Aquiq=3/2,a=1,n=3/4 e f(t,z) = (t/(t +9)*) (||| /(1 + ||z])). Temos que

1 e 1 [yl
t,l’ - t7 - B
£t z) = ft vl t+921 4 lz]  (E+9214+ |y
S S s W ]
= |I811 [z 8114y
< |[l=ll I|yHH
- 81
= g”ﬁ_y”

65



portanto (Ay) € satisfeita com Ly = 1/81. Além disso

LA =

1 q+1
- [(q + 2+|Oé|77 ])
12 —an?l(qg+1)

_ El N 2[5/2 + 3/4)5/2])

81 - 3\/’ 2 — (3/4)](5/2)
275 + 2 - 35/2>

81 - 3\F

_ 275+ 18v/3) < 1
27945f SR 270 T18VE) <

Assim, pelo Teorema o problema de valor de fronteira tem uma solugao unica
solugao unica em [0, 1].
Exemplo 3.2 Considere o sequinte problema de condi¢ao de fronteira:
cD32x(t) = isen (2mz) + el tel0,1], 1<qg<2
4 1+ |x|’ Y -

1/2 (3.18)
2(0) =0, x(1)_/0 2(s)ds.

Aqui temos que ¢ =3/2,a=1,n=1/2 ¢

1 || 1
t,2)| = |[—sen (2 S|+ 1.
0l = | sen(zmo) + 01 < Glol +
E claro que M =1 e
11 1051/2
b=t<x = JOVET ) 578138748
2 A 475V2+4)

Assim, todas as condigoes do Teoremal3.4] sao satisfeitas e, consequentemente, o problema

de valor de fronteira tem pelo menos uma solucao.
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Consideracoes finais

O intuito desse trabalho de conclusao de curso é abordar sobre o estudo do Calculo Fraci-
onario, mais especificamente, existéncia de solucao para uma classe de equagoes diferenciais
fracionérias abordadas em [I].

Para tanto foi necessario o uso de resultados de analise na reta, espagos métricos, analise
funcional, grau topologico, e etc. Os teoremas de Arzela-Ascoli e do Ponto Fixo de Banach,
foram ferramentas chaves para demonstracao de alguns dos resultados principais, resultados
esses que nao sao abordados em um curso de graduacao.

Tendo em vista o Calculo Fracionario nao fazer parte do curriculo dos cursos de graduacao
em Matematica e ser uma area de pesquisa estudada por pesquisadores de ponta, gostariamos
de enfatizar a importancia desse trabalho no meio académico.

Por fim, esperamos que este trabalho, venha a contribuir no estudo de discentes que

estejam interessados em estudar o célculo fracionario.
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